Tasokayran kaarevuus

HANNU KORHONEN, Iehtori emeritus, Orimattila

Radan muodon voit tuntea keskeisvoimista vuoristoradalla tai tien jyrkissa mutkissa. Keskeiskiihtyvyyden
riippuvuus radan kaarevuudesta sisaltyy lukion fysiikan kurssiin. Koulumatematiikassa kayran kaarevuutta
ei tutkita lainkaan, silla se on laskennallisesti melko tyolasta. Kasite esiintyi kuitenkin pitkdn matematii-
kan ylioppilaskokeessa kevaalla 2011. Saattaa siksi olla hyodyllista tutustua matematiikkaohjelmistojen,
esimerkiksi Geogebran, tarjoamiin havainnollistamiskeinoihin.

Kiyriany = f(x) kaarevuutta pisteessi (x, f(x)) kuvaa-
va luku « (kappa) saadaan [1] lausekkeesta
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tai parametrimuodossa annetun kiyrin f(t) =
y(t)) tapauksessa lausekkeesta
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Ei siis mitAsin herkkua kiisin laskettavaksi. Dynaamisella
matematiikkaohjelmalla, jossa on valmiina painike, ko-
mento tai funktio kaarevuudella, tutkiminen kiy kui-
tenkin leikiten.

Sen lisiksi, etti kaarevuus on tyolis laskea, lause-
ke ei kerro mitién kaarevuuden geometrisesta merki-
tyksesti. Kaarevuuden itseisarvo on suuri, kun kiy-
rd kaartuu jyrkisti. Sitd voidaan havainnollistaa joko
kaarevuusvektorilla tai kaarevuussiteelld (Kuva 1).

Kaarevuusvektori on kohtisuorassa kiyria vas-
taan. Sen suunta on sisikaarteeseen pdin ja pituus
on kaarevuuden itseisarvo. Niin se vastaa keskeis-
voimamielikuvaa siind mielessi, ettd se on pitki jyr-
kiissi kaarteessa.

Kaarevuusside taas on kiyrii tietyssi pisteessi si-
vuavan sellaisen ympyrin side, joka kaartuu samalla
tavalla kuin kiyrid. Kaarevuusympyri kuvaa siis kiy-
rdn geometrista muotoa sivuamispisteen ldhiympa-
ristossd. Useamman kaarevuusympyrin avulla kiy-
ran kulusta saa melko hyvin kuvan [2]. Side on siti
suurempi, miti loivempi kaarre on. Tarkasti ottaen
kaarevuussiteen pituus on kaarevuuden itseisarvon
kaanteisluku:

Kuwva 1. Kuvaajan kolmeen pisteeseen piirretyt
kaarevuusvektorit ja —ympyriit.

Paraabelin tapauksessa kaarevuusside kasvaa no-
peasti, kun siirrytiin kauemmaksi paraabelin huipus-
ta. Kaarevuusympyroiden keskipisteet muodostavat
kiyrin, jossa on yksi kirki (Kuva 2). Se on paraa-
belin huippua sivuavan kaarevuusympyrin keskipis-
te. Kéyristi kidytetdin nimitysti evoluutta. Silli ei ole
suomalaisperiistd nimea.

Mist# tahansa evoluutan pisteesti eli siis erdéin kaa-
revuusympyrin keskipisteestii vastaavaan sivuamis-
pisteeseen piirretty jana on kaarevuusympyrin side ja
siis luonnollisesti kohtisuorassa ympyriid ja samalla siis
kiyrad vastaan (Kuva 4). Tétd janaa pitkin kulkeva
suora on evoluutan tangentti. TAmi ominaisuus tar-
koittaa sité, etti evoluuttaa voidaan pitidd yhti hyvin
kiyran normaalien verhokiyrini kuin sen kaarevuu-
sympyrdiden keskipisteiden urana (Kuva 3).

Kiyri ja sen evoluutta muodostavat toisiinsa niin
kiintedsti liittyvin parin, ettd myos kiyrilld on oma
nimi evoluutan suhteen. Sanotaan, etti kiyri on evo-
luuttansa mvoluutta. Tillikiin sanalla ei ole suoma-
laisperiisti vastinetta. Nimitykset johtuvat latinan
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verbeisti évolvere ja involvere (vierittid, kidria auki,
avata ja vierittd#, kidrid kokoon, peittdd). Niiden
merkitysten takana on geometrinen mielikuva.

Ajatellaan, ettid evoluuttaa pitkin kulkee lanka
(Kuva 5), jonka irtopdd ulottuu kiyrille saakka al-
haalla. Toinen p#i on kiinni jossakin riittdvin kau-
kana ylh#illd olevassa kiiyrin pisteessd. Kun kayralla
olevaa langan p#iti siirretdin kiyria pitkin kuvassa
vasemmalle, niin yhi pitempi osa langasta kiertyy au-
ki, toisin sanoen irti evoluutasta.

Jos taas ajatellaan, etti langan pii kiertéd silmuk-
kaa vastapiiviiin, niin lanka kiertyy evoluutalle, kun-
nes tullaan silmukan symmetria-akselille. Tlloin lan-
gan kiinnityskohta hyppii evoluutan alemmalle haa-
ralle ja jos jatketaan, niin lanka alkaa kiertyi auki
alemmalta haaralta. Evoluutalta katsoen langan pii

siis tavallaan piirtdd kdyrin, involuutan tai evolventin,
jota nimitystd my6s kiytetiin.

Tillaiset havainnollistukset ja tarkastelutavat saa-
vat ajattelemaan kiyrid vanhanaikaisesti konkreetti-
sena viivana, urana, eiké kuvauksena niin kuin nykyi-
sin matematiikkaa kansantajuistettaessakin saatetaan
tehdi esimerkiksi Solmu-lehdessi [3]. Matemaattista
kaarevuusmittaa ei useinkaan kiytetd arkielimissi,
vaan kaarevuus ilmoitetaan esimerkiksi suhdelukuna
kuten kurkkujen kaarevuutta koskevassa, aikanaan
voimassa olleessa EU-direktiivissi [4]:

”10 mm 10 cm:n matkalla”.

Dynaaminen kuva antaa kaarevuussiteeksi noin

50 (Kuva 6) ja kaarevuudeksi siten 1/50 eli kaksi pro-
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Kuwva 2. Paraabelin kaarevuusympyréiden keskipisteiden
muodostamalla kéyrdlli on yksi kérki.

Kuva 4. Evoluutan tangentti on kohtisuorassa kéyrici
vastaan. Kéyrd on Tschirnhausenin kuutiokdyrd.
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Kuwva 3. Paraabelin evoluutta on myés paraabelin
normaalien verhokdiyrd.

Kuva 5. Tschirnhausenin kuutiokéyrin silmukka (musta)
ja osa evoluuttaa (punainen). Tiitd pitkin kulkee lanka

(vihred), jonka irtopéic ulottuu kéyrdlle. Kun langan piicitéi
siirretéicin vasemmalle, niin lanka kiertyy auki evoluutalta.




3| EU-direktiivin mukaisen kurkun kaarevuus:

ykkdsluokassa enintdan 10 mm 10 cm:n matkalla

5 kaarevuussade = 50

Kuwa 6. Ykkésluokan kurkku sai myshemmin kumotun EU-direktiivin
mukaan kaareutua enintéicin kymmenen prosenttia kurkun pituudesta.
Kaarevuusscde saadaan piirtamdllé kurkun kaarevuusympyrd.

Kuva 7. Monzan radan kaarevuutta on mallinnettu kaarevuusvek-
torethin verrannollisilla janoilla. Pienetkin mutkat aiheuttavat jyrkkic
kaarevuuspiikkejii. Radan todellinen muoto on piirretty vihredilld.

senttia. Kaarevuus voidaan ratkaista
laskemallakin, mutta se ei kiykiin
yhtd helposti kuin kuvan piirtimi-
nen.

Kurkkua monimutkaisempien
kiyrien tutkimiseen tarvitaan te-
hokkaampia vilineitd kuin yksittii-
nen kaarevuusympyri. Erds mahdol-
linen kuvailutapa on kaarevuussitei-
den piirtiminen nikyviin pitkin kiy-
rad, minkid tekee esimerkiksi Shin
Yoshizawan kiyrisimulaattori [5].
Appletin sdétopisteiden m#dri ei rii-
td Monzan formularadan mallinta-
miseen. Siksi mallinnus (Kuva 7) on
tehty Geogebran Bezier-kiyrillA.

Kaarevuusvektori kuvaa keskeis-
kiihtyvyyttd vakionopeudella ajetta-
essa. Todellisuudessa keskeisvoimat
ovat mallin antamia suurempia loi-
vissakin kaarteissa, koska niissd no-
peudet ovat suurempia kuin jyrkissa
kaarteissa. Suurimmat keskeiskiih-
tyvyyden arvot ovat todellisuudes-
sa radan ylimmissi ja oikeanpuo-
leisimmassa kaarteessa lihes nelji
kertaa putouskiihtyvyyden suurui-
set eli 40 m/s?. Kaarevuustarkastelu
jattiad kokonaan pois radan suun-
taiset kiihtyvyydet, jotka ovat my®s
hyvin suuria jarrutuksessa suoralta
mutkaan tultaessa. B
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Matematiikan ja luonnontieteiden opetusta vertailtu

Euroopan komissio on julkaissut kaksi mielenkiintoista raporttia: Mathematics Education in Europe: Common

Challenges and National Policies seka vastaava raportti luonnontieteista.

Niissé on selvitetty matemaattisten aineiden opettamisen tapoja ja resursseja.

Kannattaa tutustua, silla kyse on nyky-yhteiskunnan avaintaidoista:

http://eacea.ec.europa.eu/education/eurydice/thematic_studies_en.php
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