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Oppikirja, lyijykyna, pyyhekumi ja
ruutuvihko ovat riittdneet meille
useimmille tdméan lehden lukijoille
motivoinniksi matematiikan opis-
keluun. Matemaattisten ongelmien
ratkeaminen ja uteliaisuus uusia
ongelmia kohtaan ovat ruokkineet
kiinnostusta edelleen matemaat-
tis-luonnontieteellisten aineiden
opiskeluun ja tydskentelyyn niiden
parissa. Kaikille edelld mainitut te-
hokeinot eivét riita ja niinpa useat
potentiaaliset opiskelijat "valuvat”
muille aloille. Kuinka sailytamme
oppilaiden mielenkiinnon mate-
maattisten aineiden parissa? Ta-
han tarvitaan tdna paivana muita-
kin menetelmia kuin vain taulu ja
liitu - pedagogiikkaa.
Toteutetussa viitdskirjatutki-
muksessa kuudennen luokan op-
pilaiden matemaattista ongelman-
ratkaisutaitoa pyrittiin kehitt-
méin monipuolisesti integroimal-
la sité eri oppiaineisiin. Nikokul-
ma on johdonmukainen myds tut-
kimuksen teoriataustassa muodos-
tetun matemaattisen ongelman-
ratkaisutaidon méiérittelyn kanssa.
Sen mukaan matemaattinen on-
gelmanratkaisutaito jaetaan kuu-
teen osa-alueeseen, joiden harjoit-
taminen tukee saatujen tulosten
valossa matemaattisen ongelman-
ratkaisutaidon kehittymisté.

1. Johdanto

Ongelmanratkaisu liittyy kiinteésti
matematiikkaan. Unkarilainen Ge-
orge Polya (1948) onkin todennut,
etti ongelmanratkaisu on matema-
titkkan ydin. Samaan kisitykseen
on paitynyt myds Alan Schoenfeld
(1985; 1992).
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Kuva 1 Matemaattisen ongelmanratkaisutaidon jaottelu téssi tutkimuksessa.

Ongelmanratkaisun keskeisti
asemaa on korostettu useita ker-
toja matematiikan valtakunnal-
lisissa opetussuunnitelmissa ja se
huomioidaan myds paittdarvi-
oinnissa. Esimerkiksi arvosanal-
le 8 esitetdiin vaatimuksena 6.—
9. luokan kriteereissd, ettid oppi-
las osaa muuntaa yksinkertaisen
tekstimuodossa olevan ongelman
matemaattiseen esitysmuotoon ja
kykenee tekemiin suunnitelman
ongelman ratkaisemiseksi sek# to-
teuttamaan sen.

Luokkatilanteessa opettaja rat-
kaisee, kuinka keskeisesti ongel-
manratkaisutaitoa opetetaan op-
pilaille. Oppikirjasarjat eivit juu-
ri korosta itse ongelmanratkaisun
opettamista, silli ongelmatehtivit
sijoitetaan yleensi oppikirjaan jak-
son loppuun tai opettajan oppaa-
seen monisteiksi. J44 siis opettajan
paitettiviksi kisitelldinkod ongel-
matehtivii vai ei.

Huoli ongelmakeskeisen ma-
tematiikan opetuksen kehittimi-

sestd on askarruttanut myds alan
tutkijoita. Zimmermann (2000,
62) pohtii miten opettajia voitai-
siin auttaa, rohkaista ja motivoi-
da opettamaan matemaattista on-
gelmanratkaisua. Cain (2000, 32)
mukaan opettajat ovat keskeisess#
asemassa tehtiessd muutoksia kiy-
tinnén opetukseen. Hinen mu-
kaansa opettajat tarvitsevat konk-
reettisia esimerkkeji ja ideoita, jot-
ta he voisivat opettaa ongelmakes-
keistd matematiikkaa.
Tutkimuskirjallisuuden mu-
kaan (esim. Lester & Kehle 2003;
Schoenfeld 1992) pelkistiin on-
gelmanratkaisustrategioiden opet-
taminen auttaa vain vihin itse
ongelmanratkaisukyky#. Strategi-
oiden opettaminen on kuitenkin
hyodyllistd, koska oppilaat tarvit-
sevat keinoja ja malleja ongelma-
tehtivien ratkaisemiseen. Télla
tavoin voidaan myos vihentii op-
pilaiden epéivarmuutta ja parantaa
heidén asennettaan matemaattista
ongelmanratkaisua kohtaan.



Téssa tutkimuksessa toteute-
tussa opetuskokeilussa oppilaiden
ongelmanratkaisutaitoa pyrittiin
kehittim#in monipuolisesti. Aja-
tuksen lihtdkohtana oli tydn teo-
riataustassa muodostettu méadrit-
tely matemaattisesta ongelman-
ratkaisutaidosta (Kuva 1), jonka
mukaan se jakautuu seuraaviin
osa-alueisiin: 1) ongelmanratkai-
sustrategiat ja heuristiikat, 2) taito
yhdisté#d ongelman tulkinta koko-
naisratkaisuksi, 3) matemaattiset
taidot, 4) luku- ja kirjoitustaito, 5)
selektiivisyys, sekd 6) motivaatio
ja muut affektiiviset tekijit. Saa-
tujen tulosten valossa niiden kaik-
kien osa-alueiden harjoittaminen
tukee matemaattisen ongelman-
ratkaisutaidon kehittymisté.

2. Tutkimuksen koeasetelma ja
tutkimusmenetelmat

Tutkimuksen koeasetelmana kiy-
tettiin kvasikokeellista mallia. Al-
ku- ja loppumittausta seki viivis-
tettyd mittausta varten laadittiin
kolme matemaattista ongelmanrat-
kaisutaitoa mittaavaa koetta. Koe-
ryhmi (n = 17) muodostui yhdesti
kuudennesta luokasta ja kontrolli-
ryhmini (n = 35) toimivat saman
koulun kaksi rinnakkaista kuudetta
luokaa. Molemmat ryhmiit suoritti-
vat alku- ja loppukokeen. Kokeiden
vilissi koeryhmi osallistui mate-
maattiselle ongelmanratkaisukurs-
sille. Sen aikana kontrolliryhmin
oppilaat opiskelivat oppikirjojensa
mukaisesti opettajiensa johdolla.
Matemaattisen ongelmanratkaisu-
kurssin aiheet noudattivat koe- ja
kontrolliluokalla kiytdssi olleen
matematiikan oppikirjan sisaltoja.
Loppukokeen jilkeen koeryhmin
oppilaat haastateltiin. Viivistetyn
kokeen tehtivit laadittiin alku- ja
loppukokeiden pohjalta. Se suo-
ritettiin molemmille ryhmille 1,5
vuotta loppukokeen jilkeen. T#l-
16in koko otoksen oppilaat olivat

siirtyneet samaan ylikouluun seit-
seminnen luokan oppilaiksi, kah-
deksaan eri luokkaan.

Ohjaavana tutkimusmenetel-
mini kiytettiin sovellettua muo-
toa opettamisen kehittimistutki-
musmenetelmisti, jota englan-
ninkielisessi kirjallisuudessa kut-
sutaan design research- menetel-
miksi. Se tarjosi tihin tutkimuk-
seen soveltuvan tavan kokeilla ja
arvioida opetukseen liittyvii teo-
riaa kiytinndssi ja pyrkid kehitti-
miin sitéd edelleen.

3. Oppimisympiristo
Matemaattiseen ongelmanratkai-
suun ja sen opettamiseen pohjautu-
van viitekehyksen pohjalta suunni-
teltiin oppimisympiristd (Kuva 2),
joka toteutettiin koulussa koeryh-
miille 1,5 kuukauden aikana 30 op-
pituntia sisiltdvini ongelmanrat-
kaisukurssina. Laaditun oppimateri-
aalin, opetuksen integroinnin ja op-
pilaille opetetun ratkaisukarttame-
netelmiin yhteisend paamaérini oli
koeryhmiin oppilaiden ongelman-
ratkaisutaidon kehittiminen.

Opetus ja oppimateriaali

Opetus suunniteltiin ja toteutettiin
Schroederin ja Lesterin (1989, 31—
42) kolmen lihestymistavan avul-
la, joihin my®s Nunokawa (2005,
328-335) pohjaa kiisityksensi ma-

temaattisen ongelmanratkaisun
opettamisesta ja oppimisesta. Né-
mi lihestymistavat ovat seuraavat:
1) Opetetaan jotakin ongelmanratkai-
susta. Talloin oppilaille opetetaan
ongelmanratkaisustrategioita, joita
he voivat soveltaa ongelmanratkai-
sutehtiiviin. 2) Opetetaan ongelman-
ratkaisua varten, jolloin painottuvat
matemaattisen tiedon merkitys ja
esimerkiksi peruslaskutoimitusten
opettaminen. 3) Opetetaan ongel-
manratkaisun kautta, jolloin ongel-
manratkaisu ymmirretiin opetus-
menetelmini. T4lloin ongelmia ei
ratkaista ainoastaan matematiikan
oppimista varten, vaan ne toimivat
myds oppimisen tydkaluina.

Oppimateriaali, jonka avulla
tutkimukseen suunniteltu opetus
toteutettiin, kehitettiin yhteistyos-
si kustantajan kanssa painetuksi
opettajan oppaaksi (Leppdaho, H.
2004. Matematiikan ongelmanrat-
kaisukurssi 6. luokalle. Helsinki: WS-
OY). Se sisilsi tuntisuunnitelmat
ja tehtivit, joiden avulla matema-
tiikkan ja ongelmanratkaisunopetus
integroitiin didinkieleen ja kirjal-
lisuuteen, kisityohon, kuvataitee-
seen sekd ympiristd- ja luonnon-
tieteeseen.

Ratkaisukartta
Opetuksessa keskeiseni tavoittee-
na oli opettaa tutkimusta varten
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Kuva 2 Matemaattisen ongelmanratkaisukurssin avulla luotu oppimisympciristo.
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kehitetty ongelmanratkaisustra-
tegia — ratkaisukarttamenetelmé
— tyokaluksi oppilaille tehtéivien
ratkaisuun. Ratkaisukarttamene-
telmiin ajatuksena on, etti oppilas
oppisi kokoamaan ja kirjoittamaan
tehtidvistd muistiinpanot, joiden
avulla ongelmatehtivi on mahdol-
lista ratkaista.

Ratkaisukartta siséltdd tehtd-
viissd annetut tiedot, mahdollisen
apupiirroksen, ratkaisuyritykset,
myds virheelliset, ja toivottavas-
ti myds oikean ratkaisun. Kuvas-
sa 3 on esimerkki koeryhmin op-
pilaan laatimasta ratkaisukartas-
ta. Opettajalle oppilaan laatima
ratkaisukartta paljastaa oppilaan
ratkaisuprosessin. Ratkaisukartas-
sa oppilaan ajattelun tuotokset eli
representaatiot ovat nihtivissi
paperilla, ja niiden avulla voidaan
selvittid oppilaan tietojen havain-
nointia, ajatuksenkulkua ja ratkai-
suyritysten monipuolisuutta.

Ratkaisukartta korostaa me-
takognitiivista ajattelua. Finke-
lin (1996, 345-368) mukaan me-
takognitiivisten tekniikoiden kiyt-
t6 mahdollistaa oppilaalle mate-
maattisen ratkaisuprosessin kan-
nalta kaksi hyvin tirkedi asiaa:
Ensinnikin ratkaisijalla on mah-
dollisuus seurata, mitd hin on rat-
kaisuyrityksessidin tehnyt, joten
hinen on myds helpompi suun-
nitella, miti tehdiin seuraavaksi.
Toiseksi ratkaisijalla on my®s tilai-
suus yhdistii ongelmanratkaisu-
prosessi matemaattisiin sisltdtie-
toihinsa ja menettelytapoihinsa.

Integrointi

Oppiaineiden integrointi opetuk-
sessa on ollut muodikas puheenaihe
opettajien keskuudessa. Tieteellisis-
té artikkeleista on kuitenkin vaikea
16ytdd oppiaineiden integrointiin
liiteyvid tutkimuksia tai esimerkke-
ja kdytainnon toteutuksista. Seuraa-
vassa on esimerkki siits, kuinka tut-
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Kuva 3 Koeryhmdn oppilaan ratkaisuvihko ja ratkaisukartta.

kimuksessa kiytettiin oppiaineiden
integrointia apuna uuden kisitteen
opetuksessa.

Tilavuus ja sen laskeminen tu-
livat ensimmaisti kertaa opetetta-
vaksi aiheeksi koeryhmiille. Aluk-
si tilavuuden laskukaava opetel-
tiin oppikirjan avulla. Kuvataiteen
tunnilla oppilaat saivat tehtivik-
seen suunnitella laivan piirustuk-
set. Ensin oppilaille opetettiin tek-
nisen piirtdmisen perusteet ja mit-
takaavaan piirtiminen. Mitdin
mallia laivasta ei niytetty, vaan
sen muoto oli tiysin oppilaan pai-
tettidvissi. Ainoa huomioitava teki-

ja suunnittelussa oli laivan ruuma,
johon tiytyi mahtua litra vett.
Laivan rakentaminen toteu-
tettiin teknisen tydn luokassa
(Kuva 4). Laivan osat mitoitettiin
helposti tydstettiville PS-E-levyl-
le, josta ne sahattiin irti. Ennen
osien liimaamista laivan ruuman
tilavuus laskettiin. Rakentamisen
yhteydessd tormittiin jatkuvasti
kiytannollisiin arkielimin ongel-
matilanteisiin, esimerkiksi: Kuin-
ka osat kannattaisi piirtdi levylle,
niin ettei materiaalia menisi huk-
kaan? Miten osat kiinnitetdin vi-
liaikaisesti, jotta ruuman tilavuus
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Kuva 4 Laivan valmistaminen teknisen t

saadaan laskettua? Kuinka laivan
keula saadaan keskitettyd? Miten
masto ja purje liitetdéin laivaan?
Valmiit laivat testattiin ympé-
ristd- ja luonnontiedon tunnil-
la (Kuva 5). Kelluuko oma laiva?
Mahtuuko siihen 1 litra? Kaatuu-
ko laiva? Jokaisen laivan ruuman
tilavuus testattiin kaatamalla sinne
litran mitallinen vetti. Tdmén jil-
keen oppilas piirsi laivansa ruuman
vesirajan ylireunaan viivan myo-
hempii tarkistuslaskentaa varten.
Samassa yhteydessid kisiteltiin
alustavasti Arkhimedeen lakia ja
veden aiheuttamaa nostetta.
Matematiikan tunnilla oppikir-
jojen sijasta otettiin esiin oppilai-
den valmistamat laivat (Kuva 6).

yon tunnilla.

Oppilaiden tehtivini oli laskea
valmistamansa laivan ruuman ti-
lavuus ja purjeen pinta-ala. Muita
kiytinnon sovellustehtivii, joilla
pyrittiin osoittamaan matematii-
kan ja ongelmanratkaisun kiytto-
arvo, oli selvittia laivaan tarvitta-
van materiaalin méiri ja sen kus-
tannukset.

4. Tulokset

Oppimateriaali ja opettaminen

Kehittdmistutkimuksen periaattei-
den mukaisesti tutkimustulokse-
na on itse kehittdmisprosessi, joka
osoitti, ettd suunniteltu, eri oppiai-
neisiin integroitu ja toteutettu ope-
tusjakso on toteuttamiskelpoinen
peruskoulussa. Lisiksi tulokseksi
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Kuva 5 Laivan testaaminen ympdiristd- ja luonnontiedon tunnilla.

Kuva 6 Matemaattisten kaavojen ha-
vainnollistaminen oppilaan valmista-

massa kisityoss.

saatiin myds konkreettinen tuotos:
oppimisympériston toteuttamiseen
laaditut tuntisuunnitelmat ja tehti-
vit kehitettiin edelleen painetuk-
si oppimateriaaliksi (Leppdaho, H.
2004). Sen avulla oppimisympiris-
t6 on uudelleen toteutettavissa ja
arvioitavissa.

Kéytinnén kokemuksen pe-
rusteella keskeistd matemaattisen
ongelmanratkaisutaidon opettami-
sessa oli oppilaiden motivointi se-
ki matematiikan sanallistaminen
ja kirjoittaminen.

Koe- ja kontrolliryhmdin

erot matemaattisissa
ongelmanratkaisukokeissa
Kuvassa 7 on normitettu kontrolli-
ryhmin suoritus kaikissa kolmessa
kokeessa 100 prosentiksi ja sithen
on verrattu koeryhmin vastaavaa
tulosprosenttia.

Kehitetty oppimisympéristd
osoittautui alku- ja loppukokeen
tulosten mukaan tuloksekkaaksi
(Kuva 7). Alkukokeessa koeryh-
min keskiarvotulos oli noin 2 pro-
senttia heikompi kuin kontrolli-
ryhmin tulos, mutta efektikokoon
tai tilastolliseen merkitsevyyteen
perustuvia eroja ryhmilld ei ollut
alkumittauksessa.

Sen sijaan loppukokeessa koeryh-
min kokonaistulos oli 25,3 % parem-
pi kuin kontrolliryhmin tulos. Tilas-
tollisesti ryhmien vilinen ero oli lop-
pukokeessa erittdin merkitsevé.
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Viiviistetyssd mittauksessa ryh-
mien kokonaistulosten vililli ei ol-
lut enii tilastollista eroa. Ryhmi-
en vilisti eron suuruutta ilmaiseva
Cohenin d-arvo lihenteli kuitenkin
keskisuuren eron rajaa. Vertailta-
essa keskiarvotuloksia prosentu-
aalisesti ero oli koeryhmin eduksi
14,7 %. Tehtivikohtaisesti tarkas-
teltuna koeryhmi oli edelleenkin
kontrolliryhmii tilastollisesti pa-
rempi yhdessi tehtivissid kuudes-
ta viiviistetyn kokeen tehtivisti.

Haastattelut

Koeryhmiin oppilaiden haastattelui-
den perusteella suurin osa oppilais-
ta koki ratkaisukartan hyodylliseksi
vaativia ongelmatehtivii ratkotta-
essa. Kurssi lisési tai piti ennallaan
useimpien oppilaiden mielenkiin-
toa ongelmatehtivii, ongelmanrat-
kaisua ja matematiikkaa kohtaan.
Oppiaineisiin integroitu matemaat-
tinen ongelmanratkaisukurssi ma-
teriaaleineen ja sen avulla luotu
oppimisympéristd koettiin yleisesti
myonteiseksi sekd matematiikan ja
ongelmanratkaisun opiskelua mo-
tivoivaksi. Téatd johtop#dtdstd tu-
kevat haastattelujen lisiksi myos
oppilaiden koetulokset, sill4 kaikki
koeryhmin oppilaat paransivat tu-
loksiaan loppukokeessa.

5. Johtopaatokset

Tutkimus osoittaa, ettd matemaat-
tisen ongelmanratkaisutaidon opet-
taminen eri oppiaineisiin integroi-
den on mahdollista tavallisessa kou-
lussa ja se on saatujen tulosten va-
lossa ongelmanratkaisutaitoa ke-
hittidvid. Oppiaineiden integrointi
liséisi motivaatiota matematiikan
opiskelua kohtaan, etenkin niilld
oppilailla, joiden suosikkiaineisiin
matematiikka ei kuulunut. Tama
avannee uusia nikokulmia ongel-
manratkaisutaidon kehittimiseen
ja korostaa oppimisympéristén mo-
nipuolisuuden merkitystd opetuk-
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Kuva 7 Koeryhmdn kehitys prosentteina verrattuna kontrolliryhmdin tulokseen.

sessa, mikd lienee huomioimisen
arvoinen seikka my®s opettajan-
koulutuksessa.

Tutkimuksen tavoitteena oli
osaltaan myds lisitd matematii-
kan ja ongelmanratkaisun opetus-
ta kouluissa. Kehitetty oppimate-
riaali on konkreettinen yritys hel-
pottaa opettajan tydti ja kannus-
taa hinti aloittamaan matemaat-
tisen ongelmanratkaisutaidon ope-
tus luokassaan.

Kiytinnossi ongelmanratkai-
sutaidon opettamisen ja opiskelun
hyddyllisyys ei rajoitu vain tietylle
oppiainealueelle. Koulunhan tulisi
opettaa oppilailleen tietoja ja taito-
ja elimid varten. Jokainen meisti
tarvitsee ongelmanratkaisutaitoja
etsiessddin vastauksia elimin pie-
niin ja suuriin kysymyksiin. Siksi
ongelmanratkaisutaitojen tutkimi-
nen ja opettaminen on hyddyllisté
aloittaa jo peruskoulussa. B

vaitoskirjaan "Matemaattisen
ongelmanratkaisutaidon opettaminen
peruskoulussa. Ongelmanratkaisukurssin
kehittdminen ja arviointi”
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