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Olemme Maunulassa jo useana keséna vieneet oppilasryhman Unkariin, jossa olemme osallistuneet Ba-
latonin rannalla pidettyyn matematiikkaleiriin. Ensimmaisilla kerroilla mukana oli vain oman koulumme
lukiolaisia, mutta viime vuosina leirikouluun on ollut tulijoita myés muista lukioista.

Unkarin leireilld opittua

Leirikoulussa suomalaisten oppilaiden opettajina ovat
toimineet Budapestissa sijaitsevan ELTE-yliopiston
opettajat, jotka sielld vastaavat opettajainkoulutukses-
ta. Oppitunnin kaava tuntuu olevan se vanha tuttu,
jota meillikin opettajien koulutuksessa on opetettu
oppitunnin perusrakenteena:
* aloitetaan johdattelevalla ongelmalla
* edetddin uuteen asiaan pienin askelin ja osatehti-

vien avulla johdetaan uusi tulos
Unkarissa matematiikan opetusryhmiit ovat pieni:
noin 16 oppilasta/ryhmai. Silmiinpistivi ero suomalai-
seen opetukseen verrattuna ainakin matematiikkaleiril -
14 on runsas kuvien ja geometrian kéyttd. Perusteluna
on, ettd kuvallinen ilmaisu aktivoi eri alueita aivoissa
kuin looginen ajattelu. Niin saadaan laajempi aivo-
kapasiteetti kidyttdon. Lisiksi myds tunnepuoli akti-
voituu. [tse en pysty tisti teoriasta sanomaan mitdin,
mutta kiytinnon tasolla tiedin niiden tehtivien, joita
kohta esittelen, olleen oppilaiden mielestd hauskoja
ja mielenkiintoisia.

Seuraavassa on yksi esimerkki leirilla kisitellyisti
tehtivisti.

Peilaus, symmetria

Nimi kisitteet ovat saaneet meilli lisipainoa vuoden
2004 opetussuunnitelmassa. Etenkéiin lukion geomet-
riassa niiti ei juuri nie kiytossi. Téssd on esimerkki,
miten peilausta kiytettiin hyviksi Unkarissa.

Tehtiva: Nelikulmion sivut puolitetaan ja vastak-
kaisten sivujen keskipisteet yhdistetdin. Syntyy nelja
aluetta, joista kolmen pinta-alat ovat 8, 16 ja 20. Mi-
k# on neljinnen alueen pinta-ala?

Tehtdvcin ratkaisu vaatii eriiti geometrian oivalluksia,
joita suomalaiset oppilaat eiviit ole kuulleet. Aloite-
taan asioista, jotka ovat tuttuja:

1. Osoita, etti kolmion kahden sivun keskipisteiden
yhdysjana on kolmannen sivun suuntainen ja sen pituus
on puolet kolmion kolmannen sivun pituudesta. Miki
on yhdysjanan erottaman pienemmin kolmion pinta-
alan suhde alkuperiisen kolmion pinta-alaan?

s

Merkitéin sivujen keskipisteiti M ja P Peilataan
kolmio pisteen P suhteen. Syntyvi kuvio on suunni-
kas. Piste P on suunnikkaan symmetriakeskus. Tésti
seuraa, etti MP||a ja MP =a/2. Suomalaisittain timi
on perusteltu kiyttiden yhdenmuotoisia kolmioita.

Koska pinta-alojen suhde on mittakaavan nelit, ja-
nan MP ylipuolella olevan kolmion pinta-ala on nel-
jasosa alkuperiisen kolmion pinta-alasta.

2. Puolisuunnikkaan pinta-alan kaava on helppo joh-
taa peilaamalla (Tétd tulosta ei tarvita alkuperiisen
tehtivin ratkaisemisessa).

Pisteet M ja P ovat puolisuunnikkaan sivujen AD
ja BC keskipisteet. Puolisuunnikas peilataan pisteen
P suhteen. Syntyvi kuvio on suunnikas, jonka vaaka-
suorien sivujen pituus on a + b. Koska suunnikkaan
pinta-ala on (a + b)h, puolisuunnikkaan pinta-ala on

a+b . .
h. Koska P on symmetriakeskus, seuraa tisti

. ) a+b
myos, ettd MP = .
D b C
M / \ P h
A a B
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3. Nyt siirrytiéin tarkastelemaan nelikulmiota.
Nelikulmion ldvist4jda DB jakaa nelikulmion kahdeksi
kolmioksi ABD ja CBD. Nelikulmion sivujen keski-
pisteiden yhdysjanat PQ ja RS ovat molemmat pituu-
deltaan puolet livistijastid. Kolmioiden ARS ja CPQ
yhteenlaskettu pinta-ala on neljisosa koko nelikul-
mion pinta-alasta, koska kumpikin kolmio on neljs-
osa nelikulmion ldvistijin ja kahden sivun muodos-
tamasta kolmiosta.

a2
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Lis#ksi tiedetisin, ettd PQ ja RS ovat yhdensuun-
taiset, silli ne ovat kumpikin ldvistdjin DB suuntai-
set. Pisteiden PS ja toisaalta RQ yhdysjanat ovat myos
yhdensuuntaiset, silld ne ovat lavistijain AC suuntai-
set. Nelikulmio SPQR on siis suunnikas.

Pisteet M ja N puolittavat suunnikkaan sivut PS ja
QR. Koska kolmion SOR pinta-ala on puolet suun-
nikkaan SMNR pinta-alasta ja kolmion POQ pinta-
ala on puolet suunnikkaan PMNQ) pinta-alasta, kol-
mioiden SOR ja POQ yhteenlaskettu pinta-ala on

B

Nyt tiedetiin, ettd suunnikkaan ulkopuolelle jia-
vien neljin kolmion pinta-ala on puolet nelikulmion
ABCD pinta-alasta, joten suunnikkaan pinta-ala on
myds puolet nelikulmion pinta-alasta.

Nelikulmiot OSAR ja OPCQ peittivit siis puolet
nelikulmion ABCD pinta-alasta.

4. Palataan alkuperiiseen tehtiviin. Jos kuvan neli-
kulmiossa kolmen alueen pinta-alat ovat 8, 16 ja 20,
kuinka suuri on neljis alue? Vastakkain olevat alueet
voidaan valita kolmella tavalla, tehtivilla on siis kol-
me eri ratkaisua.

puolet suunnikkaan SRQP pinta-alasta. N
Ratkaisu:
20+x=8+16 16+x=8+20 8+x=20+16
x=4 x=12 x =28
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