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Koulumatematiikassa on luovuus usein jaanyt sivuun, kun opetus on keskittynyt laskualgoritmeihin. Mutta
luovuus on ollut yhtena peruskoulun opetussuunnitelman kaikkia aineita koskevana formaalina tavoitteena
alusta alkaen (vrt. Anon. 1970) ja on sita edelleenkin (vrt. Anon. 2004). Siksi olen opettajankoulutuslaitoksella
opetuksessani 1980-luvulta alkaen tuonut esille luovuuden merkityksen myés matematiikassa ja alkanut
kirjoittaa siita (vrt. Pehkonen 1984, 1986). Tama artikkelipari rakentuu monina vuosina opetusharijoittelijoille
pitdmani luennon pohjalle; myds olen aihetta kasitellyt useilla opettajien taydennyskoulutuskursseilla.
Tdssa ensimmaisessa osassa kasitellddn paaasiassa luovuutta ja sen yhteytta matematiikkaan.

lamissd selviimiseen tarvi-

taan koko joukko auktori-

teettiuskoa (esim. hissi toimii
nappia painamalla moitteettomas-
ti) seki runsaasti perustietoja eri
aloilta (esim. sihkén kulkeminen
virtapiireissd, kun sulake on pala-
nut). Mutta muuttuvassa yhteis-
kunnassa tarvitaan niiden lisdksi
intuitiivista menettelyi: intuition
avulla saadaan uusia ideoita ja en-
tisen totuuden arvo asetetaan ky-
seenalaiseksi. Jotta ihminen pystyisi
toimimaan luovasti, hinell4 pitda
olla riittavi mairi perustietoa, mut-
ta hinen on oltava my®s tarvitta-
essa valmis luopumaan siiti uutta
kehitettiessi.

Yleensi ihmiset ajattelevat, et-
ti luovuudella ja matematiikalla
ei ole mitiin tekemistd toistensa
kanssa. Téami kisitys perustunee
ihmisten koulumuistoihin, jot-
ka ovat hyvin samansuuntaisia ja
joissa matematiikka yhdistyy vah-
vasti laskemiseen. Luovuus taas
ihmisten mieliss# liittyy liheises-
ti mm. taiteeseen. Mutta luovuus
ei ole vain taiteilijoille ja tieteili-
jdille kuuluvat ominaisuus, vaan
se on my6s osa jokapdiviisti eli-
méi. Esimerkiksi tee-se-itse mies

toteuttaa luovaa ajattelua, kun
hin puutteellisin tyokaluin rat-
kaisee omia kdytdnnon ongelma-
tilanteita. Samoin perheen ruo-
anlaittaja toimii luovasti kehitti-
esdiin kaapeistaan 16ytyvisti ruo-
katarvikkeista maukkaan aterian.
Tistd syystd luovuuden kehitti-
minen on yhi edelleen peruskou-
lun opetussuunnitelman kaikkia
aineita koskevana (formaalina)
yleistavoitteena (Anon. 2004).
Tisté seuraa, ettd luovuus on au-
tomaattisesti osa “matematiikka
kaikille”-ohjelmaa.

Logiikka ja luovuus

Matemaatikot kiistdvit jyrkisti
luovuuden erottamisen matema-
tiikasta (esim. Monna 1992). Mm.
Kiesswetter (1983) viittdid omiin
kokemuksiinsa perustuen, etti jous-
tava ajattelu on eriis tirkeimmisti
ominaisuuksista, joita menestyk-
sekis ongelmanratkaisija tarvitsee.
Toisaalta joustava ajattelu on yksi
neljistd luovuuden komponenteis-
ta Torrancen (1974) mukaan. On
myds sanottu, ettd matematiikassa
tarvitaan kahta hyvin erilaista, toi-
siaan tiydentivii ajattelumoodia:
Luovaa ajattelua, jolle on tyypillisti

“intuitio”, seki analyyttista ajatte-
lua, jolle “logiikka” on ominaista.

(ks. lisaa Pehkonen 2004)
Logiikka

Loogiseksi sanotaan sellaista ajatte-
lua, joka perustuu logiikkaan. T#llsin
ajatellaan logiikan olevan ns. kaksi-
arvoista propositiologiikkaa, jossa jo-
kainen viite on joko tosi (1) tai epd-
tosi (0), kolmatta vaihtoehtoa ei ole.
Tami logiikka pohjautuu Antiikin
kreikkalaisten p#ittelysadntsihin,
joiden mukaan paljon nyky#inkin
matematiikassa paitelldzn. Niihin
perustuen matemaattisessa todista-
misessa kidytetdin jotakin kolmesta
perusperiaatteesta: suora todistus,
epésuora todistus, matemaattinen
induktio. Matematiikanopetuksen
uudistukseen liittyen siséllytettiin
1970-luvulla lukion matematiikkaan
suppea kurssi logiikkaa ja joukko-op-
pia (esim. Lehtosaari & Leino 1971),
mutta se jitettiin pois kurssisisillois-
té jo seuraavalla vuosikymmenellA.

Voidaan puhua logiikan uudistu-
misesta, kun Yhdysvalloissa 1960-
luvulla kehitettiin ns. sumea lo-
giikka (fuzzy logic), jossa viite on
tosi tietylld todennikdisyydell.
Klassinen logiikka on sumean lo-
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giikan erikoistapaus: tosi (100 %)
ja epitosi (0 %). Sumeaa logiikkaa
kiyttdd mm. sditodteoriassa, robo-
tiikassa ja hahmontunnistuksessa,
joissa yleensi tarvitaan vaihtoeh-
toja O ja 1 vililld. T4hén liittyen on
kehitetty mySs sumeaa matematiik-
kaa, mutta silla ei liene kosketus-
kohtia koulumatematiikan kanssa.

Miti on luovuus?

Jos tarkkailemme matemaatikon
(tai jonkin muun alan tiedemie-
hen) toimintaa hinen lihestyes-
sadn uutta tehtivis, toteamme etti
hin yleensi ensin kokeilee erilaisil-
la erikoistapauksilla. N&ami ensim-
miiset kokeilut ovat useimmiten
satunnaisia, mutta ne vihitellen
asettuvat tiettyyn suuntaan — til-
16in matemaatikon mielessi heria
ajatus mahdollisesta ratkaisusta.
Kokeilujen perusteella hiin saattaa
asettaa hypoteesin, jota hin yrit-
ti4 todistaa oikeaksi. Siksi luova
toiminta (ja ongelman asettami-
nen) on oleellinen osa matematii-
kan tekemistd eli matemaattisten
ongelmien ratkaisemista.

Luovuus on kisite, joka on koettu
hankalaksi méaritelld (ks. Haylock
1987). Kun méirittely ei ole ollut
mahdollista, niin kirjallisuudessa
on ollut tyypillisti kuvailla luovuus
sellaisten henkildiden kiyttiytymi-
sen kautta, joita yleisesti pidetiin
luovina (ts. prototyypin avulla m#a-
rittely). Erilaisissa luovuutta kisit-
televissd kirjoissa voidaan lukea
mm. Arkhimedeen “Heureka”-ko-
kemuksesta sekid Darwinin vuosia
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Kuva 1. Ajattelun kulku divergoivaa gjattelua hysdynnettiessd.

kestiineesti tietojen kerdéimisesti ja
jirjestdmisesti, ennenkuin hin sai
idean evoluutiosta.
Luovuuskirjallisuudessa on mo-
nia kuvailuja, mutta Haylockin
(1987) mukaan ei niyti olevan yh-
tidn yleisesti hyviksyttivai mai-
ritelmi4, jonka kaikki luovuustut-
kijat (tai suurin osa luovuustutki-
joista) voisivat hyviksyi. Jokainen
tutkija néyttid muotoilevan oman
médritelménsd. Seuraavassa kiy-
timme suomalaisen neurofysiolo-
gin Matti Bergstromin kiyttdoon
ottamaa maéritelmad. Hin kuvai-
lee luovuutta “esiintymisend, jossa
yksilo tuottaa jotakin uutta ja en-
nalta-arvaamatonta” (Bergstrom

1984). Bergstrom ottaa kiyttéon
kisitteet “arkipéivin luovuus” ja
“sunnuntailuovuus”. Niistd ensim-
miiselld hin tarkoittaa sellaisten
uusien assosiaatioiden I8ytimist,
jotka ovat ennustettavissa, jos vain
tunnemme ne elementit jotka as-
sosioidaan. Tahén ilmeisesti pystyy
tietokonekin sopivalla ohjelmoin-
nilla. Sen sijaan todellinen luovuus
(jalkimmiinen) vaatii erityiset olo-
suhteet, sitd ei voida saavuttaa tar-
koituksella eikd mekaanisin mene-
telmin (ibid 170). Mm. Torrance
(1974) kehitti testeja luovuuden
neljan komponentin mittaamisek-
si: ideavuolaus, ideajoustavuus,
originaalisuus, viimeistely.
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Luovuuteen liittyvia kasitteita

Keskeisid kisitteitd luovuuden yh-
teydessi ovat dlykkyys, looginen
ajattelu, tunneperiinen ajattelu,
mielikuvitus, divergoiva ajattelu,
konvergoiva ajattelu ja luova ajat-
telu. Ndmé kisitteet on selkeisti
esitetty mm. kirjasessa Mononen
Sal. (1982, 11-14).

Alykkyys voitaisiin mééritelld
ihmisen kykyn# kiyttdd hyvik-
seen loogista ajattelua. On todet-
tu, ettéd ihmisen isojen aivojen toi-
nen aivolohko (noin 90 % ihmi-
sistd vasen) on erikoistunut loo-
giseen ajatteluun, kun taas toisen
aivopuoliskon (noin 90 % ihmisis-
td oikea) ajattelua voidaan kuvail-
la sanalla tunneperiinen ajattelu
(esim. Springer & Deutsch 1985).
Looginen ajattelu kiyttdd apuvi-
lineini sanoja, lukuja, yms. mel-
ko tarkasti médriteltyja kisitteiti.
Sen sijaan tunneperiinen ajatte-
lu kéyttii apuvilineind hahmoja,
sen kohdalla puhutaan hahmotta-
vasta ajattelusta.

Mielikuvitus on tunneperiisen
ajattelun osa. Se kiyttid apunaan
paitsi oikeassa aivolohkossa ole-
via valmiita hahmoja my®&s erilai-
sia tilapdiskdyttoon luomiamme
hahmoja. Hahmot ovat ihmisen
ajattelulle tirkeit#, koska ne mah-
dollistavat nopean ajattelemisen.
Tiedot liikkuvat kisittelyvaihees-
sa suurina kokonaisuuksina.

Divergoivalla ajattelulla tarkoi-
tetaan lihinnd mielikuvitukseen
perustuvaa pidasiassa ohjaama-
tonta ajattelua, se on usein epi-

johdonmukaisesti aiheesta toiseen
hyppivid. Mononen & al. (1982,
13) kuvaa ajattelun kulkua diver-
goivaa ajattelua hyddynnettiessi
kuvan 1 kaaviolla. Sen sijaan kon-
vergoiva gjattelu on mi#ritietoises-
ti tavoitteeseen pyrkivii loogista
ajattelua.

On olemassa monia tapo-
ja madritelld luova ajattelu (vrt.
McGregor 2007, 168). Hyvin ylei-
nen kuvailu on, etti luova gjatte-
lu miiritellién loogisen ajattelun
ja divergentin ajattelun tavoit-
teellisena yhdistelmini. Kuvan
1 tilanteessa aloitetaan lihtdon-
gelman ja siihen liittyvien tosiasi-
oiden pohtimisella. Soveltamalla
divergoivaa ajattelua (tihin on
olemassa monia tekniikkoja; ks.
Mononen & al. 1982) tuotetaan
runsaasti ajatuksia, joista jotkut
ovat hyvintuntuisia (lamppu!).
Niistd kootaan lopuksi loogisel-
la ajattelulla yhteenveto. Samoin
ratkaisun tarkistamiseen kiyte-
tiin loogista ajattelua.

Luovuus voitaisiin mééritel-
la ihmisen kykyn# luovaan tyo-
hon. Luova tyd voitaisiin mééri-
telld seuraavasti: Tyd on luovaa,
jos sen tuloksena on sellainen en-
nestiin tunnettujen asioiden yh-
distelm#, joka on tekijilleen uusi
(vrt. Bergstromin (1984) méiritel-
miin). Luovassa prosessissa tar-
vitaan kumpaakin aivopuoliskoa,
jolloin luovat impulssit muunne-
taan erilaisia tekniikoita ja sym-
boleja kiyttimilldi kommunikoi-
taviksi tuotteiksi.

Luovuuden yhteys
matematiikkaan

Ongelmanratkaisua tarjotaan ylei-
sesti menetelm#nd matemaattisen
ajattelun ja luovuuden kehittimi-
seen (esim. Schoenfeld 1985). T#4ssa
kiytetiin seuraavaa ongelman luon-
nehdintaa, joka on laajasti kiytet-
ty kirjallisuudessa (esim. Kantowski
1980): Tehtivin sanotaan olevan
ongelma, jos sen ratkaiseminen vaatii,
ettd ratkaisijan on yhdisteltivi en-
nestiin tuttua tietoa (hinelle) uu-
della tavalla. Jos héin voi heti tunnis-
taa ne toimenpiteet, jotka tarvitaan
tehtiviin ratkaisemiseen, niin kysees-
si on hinelle rutiinitehtcivé (tai stan-
darditehtivi tai harjoitustehtivi).
Siispa ongelmanratkaisu voidaan ym-
mirtii prosessina, jossa aikaisemmin
hankittua tietoa kiytetiin uudessa ja
tuntemattomassa tilanteessa.

Mm. kansainvilisessi ICME-
kokouksessa (Sevilla 1996) oli luo-
vuus matematiikassa yhteni ryh-
mitydskentelyn teemana. Téssd
teemaryhmissi pitiviit pidesitel-
miin englantilainen Derek Haylock
ja amerikkalainen Edward Silver.
Edellinen keskittyi luovuuden
maidrittelyyn matemaatikon niko-
kulmasta (Haylock 1997) ja jalkim-
miinen painottui ongelmanratkai-
suun luovuuden ilmentijini ja ke-
hittdjind matematiikassa (Silver
1997). Itse olen ollut kiinnostunut
luovuuden ja matemaattisen ajat-
telun kehittimisestd yli kaksikym-
mentiviisi vuotta, jolloin kirjoitin
ensimmiisen artikkelini ko. aihees-

ta (Pehkonen 1984).

gDimensio 201



Luova ongelmanratkaisu

Ongelmanratkaisutilanteissa rat-
kaisija joutuu vuorottelemaan loo-
gisen ajattelun ja luovan ajattelun
vililla siirtyen ideasta toiseen, siis
idean kriittisestd arvioinnista sen
kehittimiseen (McGregor 2007,
173). Jotta yksild ymmirtia milloin
niiti erityyppisid ajattelumoode-
ja on kiytettivi, on kyettivi me-
takognitiiviseen prosessointiin.

Kirjallisuudessa on otettu kiyt-
to6on termi ‘luova ongelmanrat-
kaisu’, jossa painotetaan nimen-
omaan ongelmanratkaisua luova-
na prosessina. Luovaa ongelman-
ratkaisua voidaan pitii laajana ko-
konaisvaltaisena prosessina, johon
liittyy erilaisia menetelmié, mut-
ta ennen kaikkea vanhojen luu-
tuneiden ajattelutapojen ja asen-
teiden muuntamista joustaviksi
ja vastaanottavaisiksi. Pientenkin
ongelmien ratkaisemiseen sisiltyy
aina luovuutta, kun ratkaisuun ei
piddyti tavanomaista tuttua me-
netelmii seuraamalla vaan yhdis-
telemilli ja kokeilemalla erilaisia
ideoita ja toimintavaihtoehtoja.
Luovaan ongelmanratkaisuun liit-
tyvid menetelmii ovat esimerkiksi
kysymyslistat, aivoriihi, tuumatal-
koot ja kaukaiset ajatusmallit (ks.
Sahlberg & al. 1993).

Bergstrém (1985) kirjoitti pal-
jon matematiikan ja luovuuden
vilisistd yhteyksistd 1980-luvulla.
Hiin korosti kouluopetuksessa lo-
giikan ja luovuuden viilisti tasa-
painoa. Jos yksil6 painottaa loogis-
ta ajattelua liian paljon, hin vas-
taavasti vaimentaa luovuuttaan.
Miti logiikassa voitetaan, se luo-
vuudessa menetetiin, ja pdinvas-
toin. Luovuus vaatii kehittyikseen
toiminnanvapautta ylenmé#riises-
t paineesta ja kontrollista.

Suomessakin matemaatikot
ovat kiinnostuneet luovuuden ja
matematiikan vilisistd kytken-

ndistd (Lehtinen 2010). Matti
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Lehtinen tukeutui Newsweek-
lehden kansikuvajuttuun, jos-
ta hin siteerasi ‘aivopuoliskojen’
yhteistydti ongelmanratkaisussa.
Tillsin korostui ‘vasen aivopuo-
lisko’ loogisena ja ‘oikea aivopuo-
lisko’ holistisena yksikkéni. Sen
sijaan Antti Viholainen esitteli
Ruotsissa kiynnistettyéd luovuus-
keskustelua (Viholainen 2010).

Tiedon merkitys ongelmanrat-
kaisuprosessissa on hyvin tunnet-
tu ja yleisesti hyviksytty. Mutta
tutkimukset ovat niyttineet, et-
td kuten liian vdhin tietoa myos
liian paljon tietoa voi alentaa ih-
misaivojen informaationproses-
sointikykyi ja tehokkuutta; sik-
si nimi molemmat Airipait saat-
tavat asettaa esteen luovuudelle
(vrt. Bergstrom 1985). Yksilo, jo-
ka on saanut yksipuolisen tieto-
painotteisen kasvatuksen saattaa
olla kyvyton kiyttiméin luovuut-
taan, koska vastaavia osia hinen
aivoistaan ei ole harjoitettu riitti-
vasti, mutta sen sijaan estivid osia
enemmainkin.

Oppimispsykologisia
tutkimustuloksia
Matematiikka koulussa ei saisi ol-
la vain laskemista, vaan opetuksen
padmaidrani pitiisi olla myds ym-
méirtdminen ja matemaattisen ajat-
telun kehittiminen. Tavanomaista
kouluopetusta on syytetty siit, etti
se pitdd tdysin erillisens toimintaa
ja kontekstia, jossa oppiminen ta-
pahtuu. Psykologiset tutkimukset
ovat kuitenkin osoittaneet, etti
(matematiikankin) oppiminen on
vahvasti tilannesidonnaista (esim.
Brown & al. 1989, Collins & al.
1989, Bereiter 1990). Uusimmat
oppimispsykologiset tutkimukset
ovat mm. vahvistaneet Andersonin
(1980) hypoteesin, etti tosiasioiden
ja toimintojen oppiminen tapahtuu
erilaisin mekanismein (Bereiter &
Scardamalia 1996). Siispi koulun

matematiikanopetukseen olisi lii-
tettdv uusia elementteji.
Tavanomainen opetus soveltuu
hyvin tosiasioiden oppimiseen,
mutta toimintatapojen oppimi-
seen tarvitaan uusia menetelmid,
jotka panostavat oppilaiden oma-
ehtoiseen opiskeluun. T4hin tar-
joavat avoimet oppimisympadris-
tot mahdollisuuden, koska niiden
puitteissa kisitelliin todellisia on-
gelmia, reagoidaan aktiivisesti ja
opitaan luonnollisissa tilanteissa.
Koska oppiminen toteutetaan til-
16in tutkimisen ja ongelmien rat-
kaisujen l6ytdmisen kautta, viite-
tidn ettd sellainen aktiivinen op-
piminen johtaa parempaan avain-
periaatteiden ja —késitteiden ym-
mirtdmiseen. Aktiivinen tydsken-
tely asettaa oppilaan todelliseen
ongelmanratkaisuympéristéon ja
voi titen yhdistdi todellisen eli-
mién ja luokkahuoneilmiot keske-
niin (Blumenfeld & al. 1991).
Tutkimuksessa on todettu, et-
ti sddntdjen ja algoritmien jatkuva
painotus saattaa estid luovuuden
ja ongelmanratkaisutaitojen kehit-
tymisen (esim. Bergstrom 1985).
Sellaiset oppimisympiristot, jotka
tarjoavat oppilaille mahdollisuuk-
sia tutkimiseen, non-verbaaliin il-
maisuun, laboratoriotydskentelyyn
ja moniaistiseen oppimiseen, anta-
vat oppilaille mahdollisuuksia saa-
vuttaa uusia tasoja matematiikas-
sa. Viimeisen kolmenkymmenen
vuoden aikana on ainedidaktisen
tutkimuksen puitteissa kehitetty
matematiikanopetukseen tillaisia
menetelmid; erityisesti on huo-
mattava, ettd ne pyritddn sovit-
tamaan yhteen konstruktivistisen
oppimisnikemyksen kanssa. Eris
useasti kirjallisuudessa kuvailtu
opetusmalli on avoimien tehtivien
kiyttdminen ymmértimisen tason
nostamiseksi ja luovuuden edisti-
miseksi (ks. Pehkonen 1994).

Ideoiden kehittely ja muotoi-



lu, ongelmatilanteiden pohtimi-
nen ja vaihtoehtojen punnitsemi-
nen edellyttiavit oppilaiden viilis-
ti keskustelua ja sosiaalista kans-
sakdymistid. Tami olennainen osa
omaehtoista, aktiivista tydskente-
lyd on kulttuurissa luonnollinen
tapa muokata ideoita, kisityksii ja
uskomuksia (Brown & al. 1989).
Koulukulttuuriin on kuitenkin
yleensi kuulunut keskustelun ra-
joittaminen. Oppimistutkimusten
mukaan oppilaita tulisi kannustaa
keskustelemaan vapaasti toisten-
sa kanssa eiki suinkaan ehkiisti
sitd. Ongelmaksi jii keskustelun
ohjaaminen oikeaan suuntaan ja
sen pysyminen asianmukaisissa
puitteissa.

Avoin ldhestymistapa

Kun konstruktivistinen oppimisni-
kemys yli kaksikymmenti vuotta
sitten valtasi alaa my®s matematii-
kanopetuksen piirissé (vrt. Davis &
al. 1990), herisi tarve kehittii me-
netelmii kohtaamaan konstrukti-
vismin asettamat haasteet. Eris til-
lainen ratkaisu oli avoin lihestymis-
tapa tai toiselta nimelti avoimien
ongelmatehtivien kiyttiminen.
Avoimen lihestymistavan ly-
hyt historia. Japanissa kehitettiin
1970-luvulla ns. avoin lihesty-
mistapa matematiikanopetukseen,
jonka tavoitteena on kehittii op-
pilaiden luovuutta ja luokkahuo-
neessa mielekistd keskustelua
(Shimada 1977; ks. myds Nohda
1991, Pehkonen 1995, Becker &
Shimada 1997). Samoihin aikoihin
Englannissa otettiin kiyttdon ns.
tutkimustehtivit (investigations),
jotka tulivat suosituiksi matema-
tiilkanopetuksessa (Wiliam 1994).
Tutkimustehtiivien ideaa levit-
ti erityisesti Cockcroft-raportti
(1982). Siksi 1980-luvulla ajatus
kiyttid avoimia tehtivid jossakin
muodossa luokkahuoneessa levisi
yli koko maailman ja tutkimus sen

mahdollisuuksista matematiikan-
opetuksessa oli kovin vilkasta mo-
nissa maissa (esim. Nohda 1987,
1991, 1995, Pehkonen 1989, 1995,
Silver & Mamona 1989, Williams
1989, Mason 1991, Stacey 1991,
1995, Zimmermann 1991, Clarke
& Sullivan 1992, Silver 1994,
1995). Joissakin maissa kiytettiin
erilaista nime# avoimille ongelmil-
le; esimerkiksi Hollannissa he kut-
suvat menetelmiinsi “realistiseksi
matematiikaksi” (Treffers 1991).

Ajatus kiyttidd avoimien ongel-
mia koulumatematiikassa on kir-
joitettu joissakin maissa jopa ope-
tussuunnitelmaan. Esimerkiksi
Hampurin (Saksa) yhteniiskoulun
matematiikan opetussuunnitel-
massa on varattu noin viidesosa
opetusajasta sisiltovapaaksi, jot-
ta opettajat innostuisivat kaytti-
miin matemaattisia aktiviteet-
teja (Anon. 1990). Kaliforniassa
(USA) ehdotetaan avoimien on-
gelmien kiyttdmistd oppilasar-
vioinnissa tavanomaisten moni-
valintatestien rinnalla (Anon.
1991). Viktoriassa (Austraalia)
on kiytetty tietynlaisia avoimia
ongelmia (esim. tutkimuksellisia
projekteja) p#dttdarvioinnissa jo
1980-luvun loppupuolelta alkaen
(Stacey 1995).

Jo kymmenen vuotta sitten jul-
kaistiin joitakin kriittisid tekste-
ja avoimien ongelmien kiyttimi-
sestd. Esimerkiksi amerikkalainen
matemaatikko kirjoitti hyvin skep-
tisen artikkelin matematiikan oppi-
misesta avoimia ongelmia kiyttien
tai tarkemmin sitd vastaan, miten
avoimia ongelmia kiytetiin kali-
fornialaisissa kouluissa (Wu 1994).
Kansainvilisessid PME-kokoukses-
sa Valenciassa Paul Blanc kritisoi
hyvin vahvasti tutkimustehtivien
toteutusta Britannian kouluissa
(Blanc & Sutherland 1996). Hin
moitti, ettd opettajat ovat kehit-
tineet uuden mekaanisen rutiinin

ratkaista tutkimustehtivii.
Avoimista tehtdivisti. Lihtokoh-
taisesti japanilainen avoin lihes-
tymistapa keskittyy luovuuden
kehittdmiseen matematiikanope-
tuksen puitteissa. Siini ei olekaan
keskeistd ongelmatehtivien rat-
kaiseminen, vaan mahdollisim-
man monen erilaisen ratkaisukei-
non l6ytdminen, ts. luovuuden
kehittiminen matematiikan ope-
tuksen puitteissa. Tehtivin sano-
taan olevan avoin, jos sen alku- tai
lopputilanne ei ole tarkasti mééri-
tetty (Pehkonen 1995). Avoimien
tehtivien ratkaisemisessa oppilail-
la on vapaus tuoda mukaan lisi-
oletuksia ratkaisuprosessin aikana.
Tilldin he kiytinnodssa padtyvit
erilaisiin, mutta aivan yhté oikei-
siin tuloksiin. Siksi avoimilla teh-
tivilli on tavallisesti useita oikei-
ta vastauksia. Avoimiin tehtiviin
kuuluvat mm. arkielimin tehti-
viit, ongelman asettaminen, on-
gelmakentit (tai ongelmajonot),
ongelmat joissa ei ole kysymyst,
ongelmien muunnokset ("entipi-
jos”-menetelm#; Schupp 2002),
projektitydt ja tutkimustehtivit
(Pehkonen 1995, 1997).
Tutkimustehtiville on tyypil-
listd, ettd siind annetaan lahtoti-
lanne, jonka puitteissa oppilas itse
muotoilee ongelmansa ja ratkai-
see sen. Niitd on kiytetty hyvin
paljon Englannissa ja Skotlannissa
(Williams 1989) seks Australiassa
(Stacey 1995). Probleeman aset-
tamista on toista kymmenti vuot-
ta tutkittu runsaasti USA:ssa Ed
Silverin johdolla (esim. Silver
1995). Itse olen kiiyttinyt avoimia
tehtivii ongelmakenttien muo-
dossa (mm. Pehkonen 1993). O
pettajankoulutuslaitoksen sarjas-
sa julkaistiin kansainvilisten tut-
kijoiden keskusteluryhmin alus-
tuksia avoimien ongelmien kiyt-
tomahdollisuuksista (Pehkonen

1997).
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Esimerkkeji avoimista tehtavista

Koska oppilas saa itse tutkimustehtavan puitteissa muotoilla ongelmansa ja ratkaista sen,
tutkimustehtavat harjaannuttavat ongelmanratkaisun lisdaksi myés ongelman asettamiseen.
Kaytettdessa avoimia tehtavia matematiikanopetuksessa saavat oppilaat mahdollisuuden tyos-
kennella aktiivimatemaatikon tapaan (Brown 1997).

utkimustehtivit voidaan jakaa struk-

roituihin ja ei-strukturoituihin. Niista

jalkimmaiset ovat Englannissa kiytoss:
oppilaalle annetaan tehtivitilanne ja muutama
alkuongelma, jonka jilkeen he jatkavat itsenii-
sesti. Strukturoituja tutkimustehtivii kutsutaan
myds ongelmakentiksi. Niissi opettajalla on joukko
jatkokysymyksis (ongelmia) ja hin paittai luo-
kan ratkaisuaktiviteetin mukaan, mihin suuntaan
ja miten pitkiille jatketaan. Seuraavassa on yksi
esimerkki ongelmakentisti.

yhtenevain osaan viidella eri tavalla!

Koska tiille ongelmalle on olemassa useita ratkaisuja,
niin voidaan jatkaa esim. seuraavilla kysymyksill:

* Pystytkd loytcimdicin kuudennen erilaisen
ratkaisun? Entd seitsemcinnen?

¢ Kuinka monta erilaista ratkaisua arvelet
olevan kaikkiaan?

Tamin jilkeen jatko riippuu siitd, mitd ryhma
saa ratkaisuina. Ratkaisuja on itseasiassa diretén
madrd, periti niin suuri d4retdn etten ole tiy-
sin varma sen kardinaalisuuden asteesta. Mutta
vastaus ei ole tirked, vaan luokan tutkiva ja kek-
sivd toiminta.

Seuraava tehtivi, joka ei vilttimitti ole suun-
niteltu kovin avoimeksi, vaikkakin on selkeis-
ti non-standardi ongelma, on suoraan koulun
matematiikan oppikirjasta Laskumatikainen 8
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(Damskigg, Ekdahl & Hyvirinen 2003, s. 126,
teht. 104).

Esimerkki 2. Kuinka monta prosenttia
monikulmion pinta-ala kasvaa, kun sivun
pituus kasvaa 25 %?

Sen yhteydessi voisi asettaa ainakin seuraavat
pedagogiset kysymykset:

(a) Kuinka ratkaisit tehtivcn itse?
(b) Mitd muita ratkaisutapoja léytyy?

(c) Miten arvelet oppilaiden ratkaisevan
tehtdvin?

(d) Miten tehtdvd on mielestdsi késiteltdvci
tunnilla?

Erid#in tarkkaavaisen opiskelijan huomio luennol-
la (4.2.2008) em. tehtivisti oli seuraava:

“Ei monikulmion pinta-ala aina kasva, vaikka sen
sivun pituus kasvaa 25 %; pinta-ala voi myds pie-
nentyd!”

Minkilainen monikulmio on téllin kyseessd?

Lisaa tutkimustietoon liittyvii esimerkkeji avoi-
mien tehtivien koulusovelluksista 16ytyy ongel-
makenttien muodossa esimerkiksi julkaisuista
Pehkonen (1994) ja Rossi & Pehkonen (1995),
joissa niiti on tydstetty kouluopetuksen suun-
taan.

Pari kymmenti vuotta sitten kisittelin avoimia teh-
tiavid koulumatematiikassa esimerkein Dimensio-
lehden yhdeksinosaisessa kirjoitussarjassa (ks.

Pehkonen 1988, 1989).
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