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Lukio-oppimisen erottaa perusopetuksesta olen-
naisemmin se, ettad pyritdén opiskeltavien asioiden
kasitteellistdmiseen, toisin sanoen siihen, etta opis-
kelu antaa vélineité asioista keskustelemiseen seka
niiden mallintamiseen ja ominaisuuksien teoreetti-
seen tutkimiseen. Siksi lukion alussa, ensimmaisella
geometrian kurssilla tai jossain muussa sopivassa
vhteydessa on hyva antaa jonkinlainen kokonaisku-
va siitd, miten monitahoinen matematiikan ala geo-
metria oikeastaan on. Ainoa perustelu ei suinkaan
ole matematiikka, vaan tarkeampia ovat yleissivistys
sekd nykyaikainen késitys tilasta ja avaruudesta,
mihin sisédltyy kaikkea lentoreittien suunnittelun
maailmankaikkeuden rakenteen valilta.

yseessd on enemminkin jonkinlainen johdatus

tai esihahmotus eiké varsinainen geometrian

opettaminen. Jos asiat esitetéifin kootusti, niin
aikaa kuluu 1-3 oppituntia. Se on tosi vihin, silli siini
kiydddn lipi kehitys, joka parhailta matemaatikoilta
veirunsaat 2000 vuotta. Merkkipaalut ovat Eukleides
noin vuodelta 300 eaa. sekii Bolyai ja Lobatsevski
1800-luvulta jaa.

Eukleideen aikaansaannos oli geometrisen tiedon
kokoaminen yhdeksi teokseksi — 13 kirjaksi — nimel-
td Xrovyewa, Alkeet. Bolyai ja LobatSevski toivat geo-
metriaan aivan uusia nikemyksii, joihin perustuu ny-
kydin esimerkiksi maailmankaikkeuden hahmottami-
nen yleisen suhteellisuusteorian avulla ja joita kutsu-
taan epieuklidisiksi geometrioiksi.

Misti geometriassa siis on kyse? Aloitetaan perus-
kisitteistd. Perusoliot, joita ei méiritelld, ovat piste
ja suora. Eukleides miiritteli ne, mutta nykyéin niin
ei tehdi, vaan todetaan vain, etti on olemassa kah-
denlaisia olioita: pisteitd ja suoria (Kuva 1). Niihin
saa liittd4 tavanomaiset mielikuvat, mutta ei ole pak-
ko, niin kuin kohta niihdiin. Perusolioiden vililli on
suhteita, joista yksinkertaisimpia on se, etti piste on
suoralla tai etti suora kulkee pisteen kautta.

W

Kuva I Pisteitd ja suoria.

Kolmas ryhmi kisitteitd ovat perusoletukset, aksi-
oomat. Konkreettisessa ajattelussa ne ovat niin yksin-
kertaisia itsestiéinselvyyksid, ettd niitd ei ole tarpeen
edes mainita, mutta juuri niissi on geometrisen ajat-
telun voima ja moninaisuus. Ne ovat seuraavia.

* Kaksi pistettii voidaan aina yhdistii suoralla
* Suoraa voidaan jatkaa ddrettdmésti

* Voidaan piirtdd ympyri, mik# tahansa piste
keskipisteeni ja miki tahansa jana siteeni

* Suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta

voidaan piirtii tasan yksi timén suoran
kanssa yhdensuuntainen suora.
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Kuva 2 Duaalipari.

Kuva 3 Sivujen pituudet eivét mdicréd "nelikulmion” muotoa.
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Koulussa geometriaa ei rakenneta perusoletuk-
sista tai kuten sanotaan aksiomaattisesti, mutta on
hyvi tietéid, miten geometrinen tietomme rakentuu.
Aksioomat ovat perusta. Kaikki muu saadaan niis-
td paittelemilld. Uusia tiedonpalasia nimitetiéin lau-
seiksi (propositio).

Katsotaan vieli perusolioiden keskiniistd asemaa.
Jos niitd ei médritells, niin on ihan sama kumpaa
niisti nimitimme pisteeksi ja kumpaa suoraksi. Jos
meilld on esimerkiksi tilanne, jossa suoralla on kaksi
pistettd, niin vaihtamalla pisteen suoraksi ja suoral-
la olon pisteen kautta kulkemiseksi, saamme tilan-
teen, jossa kaksi suoraa kulkee yhden pisteen kautta.
Tillaista vastaavuutta kutsutaan dualismiksi ja ku-
vioita duaalipariksi (kaksikko). Kolmio on hyvi esi-
merkki (Kuva 2).

Olkoot A, B ja Ckolmion kirkipisteet ja [, m jan si-
vujen kautta kulkevat suorat. Mik# on timin kuvion
duaali? Pisteet A ja B ovat suoralla l. Duaali on sil-
loin: suorat A ja B kulkevat pisteen [ kautta. Edelleen
pisteet B ja C ovat suoralla m. Duaali on: suorat B ja
C kulkevat pisteen m kautta. T#std saadaan m:n si-
jainti. Ja vield, pisteet A ja C ovat suoralla n. On siis
selvid, mikd on n:n duaali perusolioiden vaihtami-
sen jilkeen.

Kun geometriaa opiskellaan kynilli ja paperilla,
niin hiipyy taju siitd, mikd kuvioissa on olennaista.
Tétd havainnollistaa esimerkiksi kolmion ja nelikulmi-
on olennaisimman eron pohdiskelu. Se ei suinkaan ole
kuvion kulmien tai sivujen lukuméiiri. Ero on kuvion
rakenteessa. Sivut méiriivit kolmion muodon yksik-
sitteisesti, mutta nelikulmiolla ei ole muotoa samassa
mieless# lainkaan. Siten on dérettdmin monta erilais-
ta nelikulmiota, joilla on yhti pitkit vastinsivut. Eiki
"nelikulmion” neljin sivun tarvitse edes pysy# samassa
tasossa, vaikka sivujen pituutta ei muuteta (Kuva 3).

Katsotaan vieli lopuksi, miti Bolyai teki Eukleideen
kauniille ja tiydelliselle geometrian rakennelmalle.
On helppo kuvitella tietdvinsi, miti tarkoitetaan
suoralla: se ei poikkea suunnastaan ja se on kahden
pisteen viilisisti teisti lyhin. Edellinen mielikuva tun-
tuu luontevan tutulta eiki siind olekaan mitiéin vi-
kaa, jos geometria on tasainen. Sellaiseksi miellim-
me oman ympiristomme, jossa suunnat ovat vakiin-
tunut osa ympiriston hahmottamista. On ylés-alas,
pohjoiseen-eteliin ja itdfin-linteen. Epdeuklidisten
geometrioiden perusajatus on luopua tistd arkieli-
miin suoraviivaisuuden mielikuvasta (Kuva 4).

Otetaan esimerkiksi kaareva geometria. Millainen
on pallon pinnalla lyhin kahden pisteen vilisisti teis-
td. Se on jokin pallon pintaa pitkin kulkevista kaare-
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Kuva 4 Suora kulkee lyhintd tietd.

vista viivoista, mutta miki niistd on lyhin. Se saadaan
selville kiristimilld naru tai kumilanka niiden pistei-
den viliin. Ei ole aivan ilmeisti, miten timi lanka
kulkee. Useiden kokeilujen tuloksena voidaan huo-
mata, ettd lyhin tie kulkee sellaisessa tasossa, jossa
niiden kahden pisteen lisiksi on pallon keskipiste.

T#miin tason ja pallon leikkausviiva on suurin ym-
pyri, joka voidaan piirtiid pallon pinnalle: isoympyra
(Kuva 5). Pallon geometriassa isoympyrit vastaavat
siten tason suoria. Tasoon suora piirretiéin viivaimel-
la. Millainen on pallogeometrian viivain? Pienen poh-
dinnan tuloksena havaitaan, etti se on pallon pinnal-
le viritetty puolipallo. Palloviivaimen avulla isoympy-
ri voidaan piirti4 tarkemmin ja kokonaan.

Tasossa suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta
voidaan piirti4 tasan yksi tim#n suoran suuntainen
suora. Miki on tilanne pallon pinnalla? Kokeillaan.
Merkitiin dsken piirtimdmme suoran ulkopuolelle
jokin piste. Asetetaan palloviivain kulkemaan nyt ti-
min pisteen kautta. Nopeasti havaitaan, etti pallo-
viivain leikkaa piirtim#imme suoran aina. Pallon geo-
metriassa ei siis voi piirtid yhtiéin annetun suoran
suuntaista suoraa. Kaikki suorat leikkaavat toisensa
(Kuva 7). Talli on yllittivid seurauksia.

Tasossa yksinkertaisin kuvio on kolmio. Siini on
kolme kulmaa. Kulmien summa on 180°. Se saadaan
piirtimilld kolme, toisiaan pareittain leikkaavaa suo-
raa. Kuinka monta suoraa eli isoympyrii pallon pinnal-

Kuva 8 Kaarevan geometrian alkeellinen
oppituntikonkretisointi.

Kuva 5 Isoympyrin keskipiste on pallon keskipisteess.

Kuva 6 Pallogeometrian viivain on puolipallon reuna.

Kuva 7 Pallogeometriassa ei ole yhdensuuntaisia suoria.

le on piirrettivi vihintiin, jotta ne rajoittaisivat sulje-
tun kuvion? Miti erikoista on timiin kuvion kirkipis-
teiden sijainnissa! Miki voisi olla téllaisen kuvion ni-
mi? Kuinka suuri on sen kulmien summa? Onko se edes
vakio? Enti kolmio, mikd on sen kulmien summa?
Kaareva geometria ei ole mielikuvitusta tai matemaa-
tikon aksioomistaan johtama tekomaailma. Oma maail-
mankaikkeutemme on kaareva. Tisti on todisteena esi-
merkiksi gravitaatiolinssi. Valonside ei kuljekaan "suo-
raan” sanan tavanomaisessa merkityksessi, vaan kaareu-
tuu ja silmi nikee samasta kohteesta lihteneen valon
tulevan useasta suunnasta. Kohteesta niikyy siis monta
identtisti kuvaa. Vastaavan ilmi6n voi havaita konkreet-
tisesti maan pinnallakin, kun lihiympiiristo ei ole tasai-
nen, vaan kaareva, kun siini on jyrkkis kukkuloita tai
kuoppia (Kuva 8). Miti silloin tarkoittaa "kulkea "suo-
raan”? Onko se "nenin osoittamaan suuntaan eteen-
piin” vai ehki "mahdollisimman vihén askelia”? B
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