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Kuva 1. Simpukankuoressa oleva spiraali on
yksi esimerkki lukuisista luonnosta loytyvistd
Fibonaccin lukujonoa noudattavista ilmicistdi.

Fibonaccin luvut esiintyvat matematiikassa monella mielenkiintoisella tavalla. My6és luonnosta on I6ydet-
tavissa Fibonaccin lukuihin liittyvia ilmioita. Tassa artikkelisarjassa tutustutaan naihin lukuihin, lukujen
mielenkiintoisiin ominaisuuksiin, lukujen avulla saataviin tuloksiin, ihmisiin asioiden ja ideoiden takana seka
opitaan mahdollisesti jotain uuttakin lukujen kaytésta laskuissa joidenkin esimerkkien avulla. Aloitetaan
tutkimusmatkamme tarinan paahenkilon ja hdnen matemaattisten saavutustensa esittelylla.

0sa 1. Tarinamme paahenkilo

Leonardo Fibonacci

Fibonacci syntyin. 1170 ja kuoli n. 1250. Nimi Fibona-
cci tulee sanoista Filio Bonacci, joka tarkoittaa Bonac-
cion poikaa. Han syntyi ja kuoli Pisassa [taliassa, mutta
tarkkaa synnyin- ja kuolinaikaa ei ole tiedossa. Joissa-
kin lihteissi Fibonaccin syntymévuodeksi on annettu
1180, myds vuosi 1175 esiintyy. Kuolinajat vaihtele-
vat myds. Fibonaccin elimisti ei tiedetd kovin paljon;
esimerkiksi oliko hiin naimisissa tai oliko hénelli lap-
sia, ei ole tiedossa. Fibonacci tunnetaan my®s nimilli
Leonardo Pisalainen, Leonardo Pisano, Leonardo di
Pisa ja Leonardo Bigollo. Bigollo voi tarkoittaa paljon
matkustellutta, kulkuria tai hajamielist.

Fibonacci oli keskiajan merkittévin ja tuotteliain eu-
rooppalainen matemaatikko. Hiinen isinsi Gulielmus
(Guglielmo) Bonaccio toimi kaupunginkirjurina 1190-
luvulla Bougiessa. Kaupunki sijaitsee nykyiin Algerias-
sa. Siellid Fibonacci sai pohjakoulutuksensa muhamet-
tilaisen opettajansa ohjauksessa. Nuoruudessaan hiin
matkusteli paljon tutustuen eri maiden oppineisiin ja
perehtyi kaupankiynnin laskentatapoihin. Hin havait-
si tilldin arabialaisia numeroita ja hindujen menetel-
mai kiyttivin jirjestelmin kiyttokelpoisuuden.

Fibonacci toi Eurooppaan arabialaiset numerot ja
niihin kuuluvan paikkajirjestelmin. Voidaan siis sa-
noa, etti nolla on saapunut Eurooppaan Fibonaccin
ansiosta. Todennikdisesti nolla on tunnettu Euroo-
passa joidenkin kauppiaiden ja oppineiden osalta jo
ennen Fibonaccia, mutta mit4in kirjallista dokument-
tia nollan "eurooppalaistumisesta” ei ennen Fibonac-
cia tiettévisti ole. Fibonacci esitteli teoksessaan Liber
Abaci intialaislihtdiset arabialaiset numerot ja myds
nollan, jota arabiassa kutsutaan zephirumiksi (quod
arabice zephirum appellatur). Englannin kielen nol-

laa tarkoittavat sanat zero ja cipher ovat periisin tésti
arabian kielen sanasta. Hin teki tunnetuksi seké ara-
bialaista etti kreikkalaista matematiikkaa.

Pisassa on Fibonaccin patsas ja my&s yksi kaupun-
gin kaduista on nimetty Fibonaccin mukaan: Lungar-
no Fibonacci. My6s Firenzessi on Fibonaccin mukaan
nimetty katu: Via Fibonacci.

Liber Abaci

Vuonna 1202 Fibonacci julkaisi mullistavan teoksensa
Liber Abaci (esiintyy my6s nimilla Abbaci, Abbacci tai
Abacci), jossa hiin kisitteli alkeisaritmetiikan ohella
nelit- ja kuutiojuuria, kiytinndn geometriaa ja yhti-
16jen ratkaisemista. Kirjan nimi "Helmitaulun kirja” on
sikili harhaanjohtava, ettei kirjassa késitelld lainkaan
helmitaulua. Teoksessa kiytettiin kymmenjirjestelmai
paikkamerkinn#ll, mutta murtoluvut merkittiin edel-
leen ajan tavan mukaisesti ilman desimaaliesityksii.
Kirjassa kiiytettiin tavallisia murtolukuja, seksagesi-
maalisia murtolukuja ja yksikkdmurtolukuja. Kirjassa
on myds tavallisten murtolukujen muunnostaulukko
yksikkémurtoluvuiksi.

Teos sisiltid runsaasti erilaisia probleemoja joihin
annetaan vastaukset keittokirjamaisilla ohjeilla. Mur-
toluvut kirjoitetaan nykyisenkaltaisesti murtoviivan
avulla. Aiemmin murtoviivaa ei kiytetty eli luku %
merkittiin 3. Kirjassa kiiytetééin nykyisesti hieman
poikkeavaa merkintitapaa luvuille; esimerkiksi luku
282 kirjoitetaan arabialaisittain (oikealta vasemmal-
le) muodossa 28. Murto- ja kokonaislukujen rin-
nakkainasettelu tarkoitti lukujen yhteenlaskua, jol-

2 merkittiin yksikkomurto-

loin esimerkiksi luku 1132

lukujen avulla 3411
Kirjassa annetaan myds nelidjuurten laskemiseen
liittyvi approksimaatio-ohje, joka nykymerkinnailla

kirjoitettaisiin muodossa _[,2 +y =x _,_Zl.
X
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Esimerkiksi
V19 =44 +3 = 43 =4,375, kun oikea kolmen de-
simaalin likiarvo olisi 4,359. Fibonaccin menetelmi
osoittautuu tissi yllittavian tarkaksi.

Kirjassa lasketaan myos useiden perikkiisten luku-
jen summia, jolloin Fibonacci paityy nykyisenkaltai-
silla merkinnoilld lausekkeeseen

o, n(n+l)
2h="0 ()

Matemaatikkojen prinssi Gauss sovelsi titi Fibo-
naccin kirjoittamaa kaavaa koulupoikana, kun hiinen
opettajansa antoi oppilaille tehtiviksi laskea kaikki
luvut 1-100 yhteen. Gauss péitteli kaavan (1) mene-
telmin, laski summan ensimméisend huomattavasti
muita nopeammin ja kaiken huipuksi hiin sai ainoana
oikean vastauksen. Gaussilla ei ollut tiedossa Fibona-
ccin kaavaa, vaan hin p#itteli 8-vuotiaana koulupoi-
kana asian itse.

Fibonacci esitti myds shakkiongelman ratkaisun,
joka olisi nykyisilld merkinnaill4

63
sz — 264 -1.
k=0

Fibonaccin luvut

Fibonacci esitti kirjassaan Liber Abaci seuraavan on-
gelman.

Erds mies laittoi aitaukseen kaniparin. Kanipari
synnyttdd kuukaudessa uuden kaniparin, joka tulee
sukukypsdksi kuukauden idsséi. Montako kaniparia on
vuoden kuluttua?

Fibonacci antaa kirjassaan mys vastauksen kysy-
mykseensi: 377. Fibonacci ei kisitellyt ongelmaa eik
sen tuottamaa lukujonoa enemp#i. Seuraavassa ku-
vassa havainnollistetaan kanien lisd&ntymista.

Kanien lisdintymisongelma tuottaa lukujonon 1, 2, 3,
5, 8 jne. Jonossa seuraava luku saadaan laskemalla kaksi
edellisti lukua yhteen. Edouard Lucas nimesi timin
lukujonon vuonna 1878 Finonaccin luvuiksi.

Muita saavutuksia

Fibonacci julkaisi muitakin matemaattisia teoksia,
kuin Liber Abacin. Hinen kirjoituksiaan on jiljelld
viisi erilaista, mikéli Liber Abacin pienilld lisayksilld
tehtyd uusintapainosta vuodelta 1228 ei lasketa mu-
kaan. Kirjoituksista yksi on kirje ja muut ovat kirjoja.
Yksi kirjoista on Flos, joka kisittelee Diofantoksen
indeterminoitujen probleemien kaltaisia tehtivii se-
ki Eukleideen, arabien ja kiinalaisten determinoituja
probleemoja muistuttavia tehtivia.
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Kuwva 2. Kanien lisdcntymistaulukko.

b4

Fibonacci havaitsi, ettd Eukleideen irrationaali-
lukujen luokittelu on puutteellinen. Hén osoitti Flo-
sissa, ettd yhtilon x> + 2x2 + 10x = 20 juuret eivit
ole konstruoitavissa harpin ja viivottimen avulla eli se
on mahdoton ratkaista Eukleideen tavalla. Han antoi
tille yhtilolle himmistyttavin tarkan likiarvon kuu-
den seksagesimaalin tarkkuudella. Lieneeko Fibonac-
cilla ollut kiytdssi nykyinen Hornerin metodimme?

Teoksessaan Liber Quadratorum Fibonacci kisitte-
lee nerokkaasti indeterminoitua analyysié. Yksi teok-
sen tehtivisti on 16yt sellainen luku, etti kun siihen
lisétA4n tai siitd vihennetiin viisi, saadaan rationaali-
luvun nelié. Kirjassa annetaan my&s yksi vastaus em.
ongelmaan: 37 Kirjassa esiintyy laskusantd

(@24+b2)(ct+d?) = (ac +bd)? + (bc + ad)?
= (ad + bc)? + (ac —bd)>2

Edelliset esiintyivit jo Diofantoksen kirjoituksissa.
Myds Arabit kiyttivit niitd merkintdja usein.

Vuonna 1220 Fibonacci kirjoitti kirjan Practica
Geometriae. Teos ilmeisesti perustuu Eukleideen jo
hivinneeseen Kuvioiden jakaminen -kirjaan ja Hero-
nin mittausta késitteleviin kirjoituksiin. Fibonaccin
kirjassa on muun muassa todistus, ettd kolmion kes-
kijanat jakavat toisensa suhteessa 2:1.

Eliminsi loppupuolella vuonna 1240 Fibonaccille
myonnettiin palkkio yhteiskunnallisista palveluksis-
ta. Palkkioon sisiltyi vuotuinen rahasumma ja lisik-
si elinkustannukset katettiin. Millaisissa olosuhteissa
sankarimme eli tai kuoli ei ole tietoa.

Seuraavassa osiossa keskitytidin Fibonaccin luku-
jen mielenkiintoisiin ominaisuuksiin.

Artikkelisarjaan liittyvid tehtivii [6ytyy osoitteesta
http://Kotisivu.suomi.net/mikkola.kari/fibonacci W
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0Osa 2. Fibonaccin lukujen
erikoisia ominaisuuksia

Tassa osassa tarkastelemme Fibonaccin lukujen
ominaisuuksia enimmakseen lukuteorian kannalta.
Jottei osa menisi liian teoreettiseksi, katsotaan lo-
puksi yksi Fibonaccin lukujen sovellutus sahkdopin
alueella. Toki Fibonaccin lukuja I16ytyy my6s luonnos-
ta ja nekin ovat lukujen erikoisia ominaisuuksia. Esi-
merkiksi ananaksen ja mannyn kapyjen suomujen
kierteista tai auringonkukan siementen kierteista
I6ytyy Fibonaccin lukuja. Internetista 16ytyy haku-
sanalla phyllotaxis lukuisia esimerkkeja Fibonaccin
luvuista luonnossa.

Viimeisen numeron toistuminen

Jos tarkastellaan Fibonaccin lukujen viimeistd nu-
meroa,

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ...
saamme lukujonon

O’ 1’ 1’ 2) 3) 5» 8’ 3, 1, 4’ 5’ 9) 4" 3» 7’ O, 7,00'

Jos jonoa jatketaan riittivin pitkille, voidaan huo-
mata, ettd jono toistuu samanlaisena 60 numeron syk-
leissi. Myos kahden viimeisen numeron jono toistuu sa-
manlaisena 300 luvun sykleiss, kolmen viimeisen 1 500
luvun sykleissd, neljin 15 000 luvun sykleissi jne.

Jos kirjoitetaan kolme perikkiistd Fibonaccin lukua,
keskimmadisen Finonaccin luvun nelié voidaan saada
kahden muun Fibonaccin luvun avulla seuraavasti.

Fibonaccin lukujen neligiti:

Perikkiiset Keskimmiisen
Fibonaccin luvut luvun nelié
L, 1,2 112-1=12
1,2,3 1341=22
2,3,5 25-1=32
3,5,8 38+ 1 =52
5,8,13 513-1=8

Toisin sanoen Fibonaccin lukujen F, ja F,, tulo
poikkeaa luvun F | neliosta vain yhdelld. Yhtaloksi
puettuna timé voidaan kirjoittaa muodossa

F -F .,  —(F)= ()", missa FF, =1,F,=1ja
F=F +F .

Téaméi on ranskalaisen tihtitieteilijin Giovanni
Domenico Cassinin (1625 — 1712) laatima yhtilo Fi-
bonaccin lukuihin liittyen.

Suorakulmaisen kolmion sivujen pituuksia

Kolme perikkiistd Fibonaccin lukua eiviit voi olla
minkiin tasokolmion sivujen pituuksia, silld kolmi-
on pisin sivu on lyhyempi kuin kahden lyhyemmin
sivun pituuksien summa. Toisaalta edellisen perusteel-
la mitk#in kolme erillistd Fibonaccin lukua eivit voi
olla tasokolmion sivuina. Fibonaccin lukuja voidaan
kylla l6ytad kolmioista esimerkkini seuraava suora-
kulmainen kolmio.

Téami on yksi esimerkki E.

Lucasin vuonna 1876 todista- |5 {89
masta Fibonaccin lukujen yh-
télosti 8
Ff"'an =F,. (1 Kuwva 1.
Jos titd sovelletaan suora- Suorakulmainen

kulmaisiin kolmioihin, Pytha-
goraan lauseen mukaan suora-
kulmaisen kolmion sivujen pi-
tuudet voivat siis olla
a=F,b=F,  jac=yE,,.
Lucasin kaavasta (1) ei voi saada laadittua suo-
rakulmaista kolmiota, jossa kateettien pituudet olisi-
vat kokonaislukuja ja Fibonaccin lukuja sek# hypote-
nuusa olisi kokonaisluku ja Fibonaccin luvun nelio-
juuri. John H. E. Cohn nimittiin todisti vuonna 1964,
ettd ainoat Fibonaccin luvut, jotka ovat nelitits, ovat
F =0=0% F, =F,=1=1,ja F, = 144 = 12%.
Neljin periikkiisten Fibonaccin lukujen avulla voi-
daan saada suorakulmaisia kolmioita, joissa hypotenuu-
sana on Fibonaccin luku, jos kateetit ovat F_-F  ja
2F -F . Téllsin hypotenuusaonF, , . Némé saadaan
johdettua Lucasin kaavasta (1). Jos n = 2, niin suora-
kulmaisen kolmion sivujen pituudet ovat 3, 4, ja 5.

kolmio, jossa kaikkien
sivujen pituuksissa on
Fibonaccin luku.
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Alkuluvut Fibonacein lukujen joukossa

Jos tarkastellaan, mitk# Fibonaccin luvut ovat tekijéina
muille Fibonaccin luvuille, saadaan Taulukko 1.

Taulukosta voidaan huomata, ettd F, on tekiji-
ni Fibonaccin luvuille F , F, , F, , ... Taulukkoa jat-
kamalla voidaan my6s huomata, ettd F,, F, F, F ,
F, ja F , eivit ole jaollisia aiemmilla Fibonaccin lu-
vuilla. Kaikki nimi luvut ovat alkulukuja, ja myds
kaikkien muiden indeksi n on alkuluku, paitsi luvul-
la F,. Itse asiassa kaikilla Fibonaccin alkuluvuilla lu-
vun indeksi on alkuluku (lukuun ottamatta poikke-
usta F,). Toisinpdin viite ei pide, silld esimerkiksi
F,=4181= 11337.

Taulukon avulla voidaan my®s huomata, ettei vie-
reisilld Fibonaccin luvuilla ole yhteisid Fibonacci-te-
kijoita. Yleisemmin vierekkiisilla Fibonaccin luvuilla
ei ole ollenkaan yhteisid tekijoitd, vaan ne ovat ns.
suhteellisia alkulukuja toisilleen, kun n > 3. Taulu-
kossa 2 on lisié Fibonaccin alkulukuja.

Tietojeni mukaan suurin titd kirjoitettaessa tun-
nettu Fibonaccin alkuluku on F,,, téssi luvussa on
17103 numeroa. Vertailun vuoksi mainittakoon, etti
suurimmalla tunnetulla (I16ydetty v. 2006) alkuluvulla
235826571 on 9 808 358 numeroa. T4mi on esimerk-
ki Mersennen alkuluvuista, jotka ovat muotoa 2° — 1.
E. Lucas kehitti menetelmii Mersennen alkulukujen
tunnistamiseen. Edelld mainittu alkuluku on l6yty-
nyt hinen kehittimiensi menetelmien avulla. Yli 10
miljoonaa numeroa sisiltivin alkuluvun loytdjille
Electronic Frontier Foundation -s#itié on luvannut
100 000 $, 100 miljoonaa numeroa sisiltivista alku-
luvusta saa 150 000 $ ja miljardista numerosta alku-
luvussa palkkion suuruus on 250 000 $. Nyt kaikki

alkuluvuista innostuneet tienaamaan!

Jo aiemmin mainittu Lucas on tutkinut my&s Fibo-

naccin lukujen jakamista alkulukutekijsihin. Esimer-

kiksi alkuluku 7 jakaa mm. Fibonaccin luvut F, =21,
F =987, F,,, .. Jos kirjoitetaan alkulukujen alle in-
deksi pienimmistd Fibonaccin luvusta, jonka kukin
alkuluku jakaa, voidaan havaita esimerkkeji Lucasin
tutkimuksen tuloksista.

Jos F_on pienin Fibonaccin luku, jonka alkuluku p
jakaa, niin Lucasin mukaan n on joko sama tai on te-
kijani luvussap — 1 taip + 1. Esimerkiksi alkuluku 13
on tekijéné F_:ssa ja 7 on tekijané luvussa 13 + 1. Yk-
si poikkeus kuitenkin 16ytyy, jolloinn = p, elip =5
jaF,=5.

Alkuluvut Fibonacein lukujen naapurissa

Jos tarkastellaan alkulukujen esiintymisti Fibonaccin
lukujen viereisissd luvuissa, voidaan huomata, ettei
alkulukuja juuri 16ydy.

Taulukossa 4 Fibonaccin lukujen naapureista l6ytyy
alkulukuja vihreisté soluista. Indeksisti n = 5 eteen-
piin alkulukuja voisi [6ytyé vain parillisten Fibonac-
cin lukujen vierestd. Nami luvut ovat aiemmin esi-
tetyn mukaan muotoa F, . Parittomien lukujen naa-
purithan ovat kaikki parillisia, eli niiden vierusluvut
eivit voi olla alkulukuja. Jos kirjoitetaan muotoa F,_
olevia Fibonaccin lukuja ja niiden vieruslukuja, voi-
daan huomata, ettei alkulukuja esiinny, vaikka kuinka
haettaisiin. Itse asiassa Fibonaccin lukujen F naapurit
eiviit voi olla alkulukuja, kunn > 6 seuraavien vuon-
na 1996 esitettyjen yhtildiden nojalla:

FZn + (_1)” = (Fn+2 + Fn)‘ F

n-1

F,-(-)r=(F +F_)F, (2)
ja
Zn+l + ( 1) (F + Fn 1) Fn+1
— = F)-F, 3)

In+1 n+2

Taulukko 1. Fibonaccin lukuja tekijoind, + =rivin Fibonaccin luku jakaa pystysarakkeen Fibonaccin luvun.

n 3 4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16 17

F 13

n

89 144 | 233 | 377 | 610 | 987 || 1597
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Taulukko 2. Fibonaccin alkulukuja.

n 23 29 43

47 83

F 28 657 514 229 433 494 437

n

2971 215073 99 194 853 094 755 497

Taulukko 3. Alkulukuja ja pienimmdin alkuluvun jakaman Fibonaccin luvun indeksi.

alkuluku 2 3 5 7 11 13 17
p

19 23 29 31 37 4 43 47 53

indeksi n 3 4 5 8 10 7 9

18 24 14 30 19 20 44 16 27

Taulukko 4. Fibonaccin lukujen naapureita.

n 3 4 5 6 7

5 13

21 34 55 89 144 233

2 3 8
et | o (SR < [+ [ o [ o [ v2] e

20 | 22 | 333554568890 143|145 | 232 | 235

o (2 (3
A B A B A B A B
(4 (5 (6 (7
Kytkentd | resistanssi Q resistanssi
desimaalilukuna
1 1 1
2 2
3 2/3 ~ 0,667
4 5/3 ~ 1,667
5 5/8 0,625
6 13/8 1,625
7 13/21 ~ 0,619
Kuva 2. Vastusten kytkentojd sekd kytkentcipisteiden A ja B
vélinen kokonaisresistanssi eri kytkenngilld.

Yhtildiden nojalla esimerkiksi luvut 832 039 ja
832 041 eivit ole alkulukuja, silld ne ovat Fibonaccin
luvun F, viereisid lukuja. Yhtélsiden (2) ja (3) to-
distaminen perustuu ns. Lucasin lukuihin. Herra Lu-
cas on esiintynyt téssi artikkelisarjassa jo niin use-
asti, ettdi seuraavassa jaksossa lienee syytd keskittyd
vain héineen.

Resistanssin laskeminen

Lopuksi esitetidén Fibonaccin lukuihin ja kokonais-
resistanssiin liittyvé laskenta- ja kytkentdesimerkki
(Kuva 2). Téti periaatetta voi myds soveltaa kon-
densaattoreihin. Lisd4 esimerkkeji Fibonaccin lu-
kujen soveltamisesta tulee artikkelisarjan kuuden-
nessa osassa.

Vastuksia, joiden resistanssi on 1 ohmi, kytketiin
kahden johtimen vilille tikapuumaisesti siten, etti
johtimien vilissi olevien vastusten viliin tulee vastus
sarjaan kytkettyni oheisen kuvan mukaisesti.

Kokonaisresistanssin arvoissa esiintyy perikkiiset
Fibonaccin luvut. Jos kytkentdji jatketaan annetun
mallin mukaisesti, millainen kokonaisresistanssi on
kytkennilla 87 Tai 97 Miki kokonaisresistanssi tulee
kytkennille n? Miti lukuarvoa parillisten kytkentsjen
kokonaisresistanssi ldhestyy, jos kytkentid kasvate-
taan? Miten kiy parittomien kytkentdjen kokonais-
resistanssille kytkennin kasvaessa? Vastaukset kysy-
myksiin eDimensiossa.

Artikkelisarjaan liittyvid tehtivii [6ytyy osoitteesta
hittp://kotisivu.suomi.net/mikkola.kari/fibonacci m
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Osa 3. Edouard Lucas

Edouard Lucas (1842-1891) opiskeli Ecole Normalessa
Amiensissa. Opintojensa jilkeen hiin tydskenteli Pa-
riisin observatoriossa Neptunuksen 16ytijini (tai jos
tarkkoja ollaan Neptunuksen radan laskijana) tunne-
tun Le Verrierin (1811-1877) alaisuudessa. Ranskan
ja Preussin sodassa (1870-1871) Lucas palveli tykis-
téupseerina. Sodan piityttyd hin toimi matematiikan
professorina Lycée Saint-Louisissa Pariisissa ja myo-
hemmin Lycée Charlemagnessa.

Lucas tutki lukuteoriaa, erityisesti Fibonaccin lu-
kuja ja niihin ldheisesti liittyvid Lucasin lukuja. Joi-
denkin lihteiden mukaan hin olisi kehittinyt seuraa-
van kaavan Fibonaccin luvuille

1+\/§11 1_\/§n

2 2
E = ’

" V5

mutta timi tunnetaan yleisemmin Binet'n kaavana.

1)

Yhtils (1) voidaan esittid myds kultaisen leikka-
uksen suhteilla seuraavasti F = o' -(o) (2

Lucas kehitti metodeja alkulukujen 16ytimiseen.
Hin todisti kehittelemiensd menetelmien avulla, etté
Mersennen luku 2'¥" — 1 = 170 141 183 460 469 231

731 687 303 715 884 105 727 on alkuluku. Tdm3 on
suurin alkuluku, joka on ldydetty ilman tietokonei-
den apua. Nykyisin Lucasin alkulukujen 16ytimiseen
kiyttimi menetelmi tunnetaan nimelld Lucas-Leh-
mer-testi, silli Derrick Lehmer (1905-1991) kehitti
Lucasin menetelmii edelleen.

Lucas kuoli juhlapiivillisilli sattuneen miticto-
min onnettomuuden seurauksena. Lautanen sirkyi
ja siitd lentényt siru leikkasi hinen poskeaan. Hén sai
haaverin seurauksena ihoonsa ruusun ja kuoli muuta-
man pdivan paisti.

Lucas julkaisi ajanviete- tai viihteellisti matematiikkaa
(recreational mathematics) sisaltivin suositun neliosai-
sen kirjan Récréations mathématiques vuosina 1882-94.
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Seuraava tehtiivi on esimerkki 1. osan tehtivisti.
Kolme pariskuntaa haluavat ylittdd joen veneelldi,
mutta veneeseen mahtuu vain kaksi henkilod. Avio-
miehet ovat niin mustasukkaisia, ettei vaimo voi olla
hetkedikcicin ilman miestddn paikassa, jossa on jokin
muu mies. Miten he piidiseviit joen yli? (Ratkaisu teh-
tévddn artikkelisarjan viimeiselld sivulla.)

Kirjassa on esitetty mm. Eulerin ratkaisu Kénigs-
bergin siltaongelmaan ja monia muita mielenkiintoi-
sia matemaattisia ongelmia.

Lucas keksi myds matemaattisen pelin, joka tun-
netaan nimellid Hanoin torni. Peli julkaistiin vuonna
1883. Myyntipakkauksen kannessa oli pelin keksijin
nimeni professori N. Claus de Siam (anagrammi ni-
mestid Lucas d’ Amiens, hinen syntymépaikkakun-
tansa) Li-Sou-Stian-nimisen kaupungin yliopistosta
(anagrammi nimesti Saint-Louis, Lucasin tydpaikka
tuohon aikaan oli Lycée Saint-Louis).

Hanoin torni -pelissi on kolme tolppaa ja erikokoi-
sia kiekkoja. Aluksi kaikki kiekot ovat toisessa reunas-
sa suuruusjirjestyksessi. Kiekot pitid saada reunasta
toiseen. Kiekkoja saa siirtiié vain yhti kerrallaan. Kie-
kon saa siirtdi mihin tolppaan tahansa, mutta isom-
paa kiekkoa ei saa laittaa pienemmiin péille.

Kuva 1. OSAOn kone- ja metallialan opiskelijoiden
koneistuksen harjoitustéind tekemic Hanoin torni-pelejéi.

Miké on pienin mddrd siirtoja, joilla téllaisen seitsemdn
kiekon pelin saa ratkaistuksi? Lukumdidrd littyy Lucasin
lytimdicn aikansa suurimpaan alkulukuun.



Kuva 2. Lucasin puu.

Lucasin luvut

Lucasin lukuina tunnetaan rekursiivinen jono 2, 1, 3,
4,17, 11, 18, ... Kuten Fibonaccin luvuissa, my®s Lu-
casin luvuissa jonon luku saadaan, kun lasketaan kak-
si edellisti lukua yhteen. Lucasin luvut saadaan myds
kaavan (2) kaltaisella tavalla

L, =®"+(-0) (3)

Yhtilst (2) ja (3) voidaan kirjoittaa myds muodoissa

F = " —(-9)"

T D () )
L = " +(-0)" ‘

T D+(-9)

Niin saadaan lukujen vilinen yhtildisyys selvem-
min esille.

Lucasin puu

Lucasin puun avulla voidaan havainnollistaa Lucasin
lukuja. Yhdesti siemenesti kasvaa yksi sininen nivel
(puun lehtien kasvukohta) ja kaksi punaista nivelti.
Vuoden kuluttua punainen nivel on muuttunut sini-
seksi, sininen nivel puolestaan tekee vuodessa yhden
punaisen nivelen. Puun nivelten lukum#érit tuotta-
vat Lucasin jonon.

Seuraavassa jaksossa keskitytisn Fibonaccin ja Lu-
casin lukujen vilisiin yhtildisyyksiin.

Artikkelisarjaan liittyvid tehtivii [6ytyy osoitteesta
hittp://kotisivu.suomi.net/mikkola.kari/fibonacci m
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0SA 4. Yhtéldisyyksia Fibonacein
ja Lucasin lukujen valilla

Kun periikkiiset Fibonaccin luvut tai Lucasin luvut
jaetaan keskeniin (jalkimmiinen jaetaan edeltijilli),
lahestytdin aina kultaisen leikkauksen suhdetta. Itse
asiassa tihin suhteeseen paidytiin, aloitetaanpa re-
kursiivinen ns. yleinen Fibonaccin jono milli tahansa
lukuparilla. Yleiselld Fibonaccin jonolla tarkoitetaan
lukujonoa, jossa kaksi ensimmiisti lukua on annettu
ja seuraavat luvut saadaan laskemalla kaksi edellisti
lukua yhteen, esimerkiksi G (6, 9) = {6, 9, 15, 24, 39,
63, ...}. Tilli jonolla ei ole yhtéén yhteisti lukua Lu-
casin tai Fibonaccin lukujen kanssa.

3.5

3,0 ]‘\

25
2 59 /A\ ——Fn
g 1‘5 1 /N M npnnnnnnnnnnnnp| —=Ln
» j [ 4 Gn

1,0 j

0,5

o+—r—F—7" 77T T T T T T

1234567 8 91011121314151617 1819

Kuva 1. Fibonaccin lukujonon (Fn), Lucasin jonon (Ln) ja
yleisen fibonaccin jonon G(6, 9) perdkkiisten lukujen suhde.

Fibonaccin ja Lucasin luvut Pascalin kolmiosta

Pascalin kolmion luvut voidaan saada laskemalla aiem-
pia lukuja yhteen. My&s Fibonaccin ja Lucasin luvut
saadaan yhteenlaskun avulla. T#ten on luonnollista

olettaa, ettd em. luvut voidaan saada Pascalin kolmi-
osta (Taulukko 1).

Taulukko 3. Lucasin luvut Pascalin kolmiosta.

Taulukko 1. Pascalin kolmion ensimmyiisid rivejdi.

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Fibonaccin luvut saadaan Pascalin kolmiosta laske-
malla kolmion ns. ldvistijien luvut yhteen. Helpoiten
tami idea selvidi, kun Pascalin kolmio kirjoitetaan si-
ten, ettd lavistidjien luvut tulevat piillekkiin taulu-
kossa 2 esitetylli tavalla:

Taulukko 2. Fibonaccin luvut Pascalin kolmiosta.

rivi\sarake [ O [ 1 | 2 | 3 |4 |5 |6 |7 | 8|9
0 1
1 1 1
2 1|21
3 13|31
4 1 4 (6|41
5 1|5 /|10|10
6 1|6 |15
7 17
8 1
Fibonaccin | 1 |1 | 2 | 3 |5 | 8 (13|21 |34
luvut

Myés Lucasin luvut saadaan Pascalin kolmiosta.
Kolmion luvut kerrotaan sarakkeen numerolla ja ti-
mi tulo jaetaan rivin numerolla. Laskutoimitusten tu-
lokset lasketaan yhteen samoin kuin Pascalin luvut
laskettaessa Fibonaccin lukuja (Taulukko 3).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1

1 1-1/1=1 | 1-2/1=2

2 1-2/2=1 | 2:3/2=3 | 1-4/2=2

3 1-3/3=1 | 34/3=4 | 3-5/3=5 | 1:6/3=2

4 1-4/4=1 | 45/4=5 | 6-6/4=9 | 4-7/4=7 1-8/4=2

5 1-5/5=1 | 5-6/5=6 | 10-7/5=14 | 10-8/5=16

6 1-6/6=1 6:7/6=7 15-8/6=20

7 1-7/7= 7-8/7=8

8 1-8/8=1
Lucasin luvut 1 3 4 7 11 18 29 47
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Lukujonojen valisid riippuvuuksia

Kun Fibonaccin ja Lucasin luvut kirjoitetaan allekkain,
niiden viilisia riippuvuuksia on helpompi tarkastella.

Taulukko 4. Fibonaccin ja Lucasin lukuja.

n 0 1 2 3145 6 7] 8 9
F | O 1 1 2 3| 5|8 [13]21]34
L | 2 1 3 | 4 7 |11 [18 ] 29 || 47 | 76

Kun yll4 olevan taulukon keltaisissa soluissa ole-
via lukuarvoja tarkastellaan, voidaan todeta, etti vii-
des Lucasin luku saadaan laskemalla neljis ja kuudes
Fibonaccin luku yhteen. Itse asiassa n:s lucasin luku
saadaan laskemalla (n — 1):s ja (n + 1):s Fibonaccin
luku yhteen, toisin sanoen

Ln=Fn—1+Fn+1 (1)

Lucasin luvut voidaan titen saada Pascalin kolmi-
osta my0s toisella tavalla. Koska Lucasin luvut saa-
daan yhtilén (1) mukaan laskemalla kaksi Fibona-
ccin lukua yhteen, niin Lucasin luvut voidaan saada
laskemalla Pascalin kolmiosta kaksi lavist4ja4 yhteen.
Témai voidaan tehdi kirjoittamalla lukukolmion rive-
ja kahteen kertaan ja jirjestimilli kahden Pascalin
kolmion luvut taulukkoon (Taulukko 5).

Taulukko 5. Lucasin luvut kahdesta Pascalin kolmiosta.

Myés lukuisia muita Lucasin ja Fibonaccin lukujen
vilisid riippuvuuksia voidaan havaita, esimerkiksi

_L.+L.,
=

Miti muita Lucasin ja Fibonaccin lukujen vilisiz
riippuvuuksia [6yd#t? Esimerkkeji riippuvuuksista ku-
vassa 2.

F

n

Laskuja Lucasin ja Fibonaccin luvuilla

Lucasin ja Fibonaccin lukujen vilisten riippuvuuk-
sien avulla voidaan saada monimutkaisen nikdisia
juurilaskuja, jotka ovat suhteellisen helppoja konst-
ruoida. Esimerkiksi

4\/7+3\/§ _4\/7—3\/3 _

2 2
tai
2941345 +7\/29—13J§ B

7\/
2 2

Kun korostetaan Fibonaccin ja Lucasin lukujen
taulukosta sarakkeet n = 4 jan = 7, ylli olevat las-
kut voivat hieman avautua (Taulukko 7).

1

1.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13

-1 1

0 1

1 1 1

2 1 1

3 1 2 1

4 1 2 1

5 1 3 3 1

6 1 3 3 1

7 1 4 6 4 1

8 1 4 6 4 1

9 1 5 10 10 5 1

10 1 5 10 10 5 1
1" 1 6 15 20 15 6 1
12 1 6 15 20 15
13 1 7 21 35 35 21
14 1 7 21 30
15 1 8 28 51 70
Lucasin luvut 1 3 4 7 1 18 29 47
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Taulukko 6. Viides Fibonaccin luku sekd neljéis ja kuudes Lucasin luku korostettuna.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34
L 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76
Taulukko 7. Sarakkeet n = 4 jan = 7 korostettuna.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
- 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34
L 2 1 3 4 7 1 18 29 47 76

/

Ln = Fn+2 - Fn—l,

F = Ln+2 _Lan
n 5 )

L = Fn+3 +Fn—3
n 2 ,

F — Ln+3 +Ln73
" 0
Fn +L11 = 2F‘n+1,

L,+5F, =L,

E, =F,-L

3F,+L, =2F,,,
3L, +5F, =1L,

2F . =FEL +FL

m+n m—n n—m,

2L, =L L, +5F

m-n,

EL,=F.+CED"E L ja

n—m n

LnFnl = Fﬂ"‘m _(_1)m F‘Vl*"“
Kahden viimeisen yhtilén avulla voidaan to-
distaa, etti Fibonaccin lukujen vierusluvut
eiviit voi olla alkulukuja, kunn > 6. Tdma
esitettiin artikkelisarjan osassa 2.

Kuva 2. Esimerkkeji Lucasin ja Fibonaccin
lukujen wdlisistd riippuvuuksista.

-
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Jos laskujen periaate kirjoitetaan yhtilén muodos-
sa, saadaan lauseke

n Ln +;n\/§ +(_1)n+1_n Ln _;n\/g =1. (2)

Témai voidaan esittidd myds yleisemmissid muodossa

ERLAE] +2F"‘/§ NN i E] _;*H/E =1, ()

Esimerkiksi
6\/18+8\/§ _8\/47—21J§ L,
2 2 .

Toisaalta yhtilon (2) mukaan saadaan
5\/11+5J§ +5\/11—5«/€ i}

2 2
& Y176+8045 +3/176-8045 =2.

Vastaavia laskutemppuja voidaan tehdd myds yh-
tilon (3) avulla, esimerkiksi

7\/29+13\/§ +9\/76—34\/§
2 2
1237568 +1064964/5 +3/9961472 — 44564485 = 4.

=14

Seuraavassa osassa tarkastellaan, miten kultainen
leikkaus ja Fibonaccin luvut liittyviit kaikkiin luon-
nollisiin lukuihin.

Artikkelisarjaan liittyvid tehtivid [6ytyy osoitteesta
hitp://katisivu.suomi.net/mikkola.kari/fibonacci
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0SA 5. Luonnolliset luvut

Kaikki luonnolliset luvut ovat konstruoitavissa kultai-
sen leikkauksen tai Fibonaccin lukujen avulla. Katso-
taan seuraavaksi miten.

Wythoffin peli

Hollantilainen matemaatikko Willem Abraham Wyt-
hoff (hollantilainen muoto Wijthoff, 1865-1939) ana-
lysoi nime#in kantavaa pelid vuonna 1907 Nieuw Ar-
chief voor wiskunde -lehden artikkelissa. Vastaava pe-
li tunnettiin jo aiemmin kiinassa nimell# tsyan-shidzi
(choosing stones, kivien valinta). Tasaisten monita-
hokkaiden yhteydessi esiintyy termi Wythoffin sym-
boli, jolla kuvataan tasaisen monitahokkaan olemusta.
Myés pallopinnan tiilitykseen liittyva Wythoffin ka-
leidoskooppinen konstruktio-termi voi tulla vastaan.
Nimityksissi on kyseessi sama herra, kuin on tarinam-
me pelin takana.

Wythoffin peli on Nim-pelin tyyppinen. Peli esiin-
tyykin toisinaan muodossa Wythoff’s nim. Pelissi on
kaksi joukkoa pelimerkkeji, esimerkiksi ympyroita
kahden suorakaiteen sisilli, kiekkoja kahdessa tan-
gossa, kekseji kahdessa paketissa jne. Pelissi poiste-
taan merkkejd ottamalla joko mielivaltainen méé-
rd merkkeji pois toisesta joukosta tai ottamalla yhti
monta pelimerkkii kummastakin joukosta. Pelaajat
ottavat vuorotellen merkkeji pois esimerkiksi rastit-
tamalla poistettavat ympyrit vihintidan yksi merkki
on poistettava. Se pelaaja voittaa, joka ottaa viimei-
sen merkin.

Taktiikka

Pelissé on sellaisia lukupareja, ns. turvallisia pareja,
joihin pelaajan kannattaa pyrkii. Wythoffin pelin tur-
vallisia pareja eli Wythoffin lukupareja ovat (1, 2), (3,
5), (4, 7), (6, 10),... T#lléin pelaaja, jonka jilkeen jaa
jokin em. tilanne, voi voittaa riippumatta vastapuolen
seuraavasta siirrosta.

Esimerkiksi jos tilanne on (3, 5), niin mahdollisuu-
det poisotolle ovat (1, 0), (1, 1), (0, 1), (2, 0), (0, 2)®,
(2,2), 3,0)% (3, 3), (0, 3), (0, 4) ja (0, 5)*. Vaihto-
ehdoissa a toinen joukko jai tyhjiksi, jolloin seuraava
voi ottaa jiljelle jadneen joukon tyhjiksi. Vaihtoeh-

Kuva 1. OSAOn Kaukovainion teknitkan yksikon
oppilaat pédittivéit pelimerkkien (ympyroiden) mddircit
kahteen joukkoon siten, etti kumpikin sai péicittcici toisen
kasan suuruuden. Aloittaja arvottiin kivi, paperi, sakset
-metodilla.

Kuva 2. Tilanteen ollessa (2, 1) paljastu, ettei voikaan
voittaa.

dossa b joukkoihin jd4 yhtd monta pelimerkkii, jol-
loin seuraava pelaaja voi tyhjentidd kummatkin jou-
kot. Lopuissa vaihtoehdoissa seuraava pelaaja voi ot-
taa merkkeji pois siten, etti piddytidn tilanteeseen
(1, 2) tai (2, 1), joka on turvallinen lukupari.

eDimensio 2009 | 11



Pelisté on kehitetty myos shakkilaudalla pelattava
versio, miss# yksittdinen laudalle asetettu pelinappu-
la voi liikkua mielivaltaisen matkan vasempaan vaa-
kasuunnassa tai alaspdin pystysuunnassa tai vasem-
malle alaviistoon diagonaalisuunnassa. Pelaajat siir-
tivit nappulaa vuorotellen. Pelin voittaa se, joka saa
nappulan ensimméisen# vasempaan alakulmaan. Pe-
lin yksi lukuisista Internetissi pelattavista versioista
16ytyy my6s hakusanoilla Last Bisquit.

Wythoffin lukuparit ja lattiafunktio

Turvalliset lukuparit voidaan mi#rittdd lattiafunk-
tion (engl. floor) avulla. Lattiafunktion arvo luvul-
la x on suurin kokonaisluku, joka ei ole suurempi
kuin x. Jos luku on positiivinen, lattiafunktio on si-
ten sama kuin kokonaisosafunktio. Lattiafunktiol-
le kiiytetdéin merkintdd [x. Esimerkiksi [4,78] = 4,
le|=2,-n]=—4 ja[5]= 5. Turvalliset lukuparit
(A, Br) saadaan ((@r J|@r |+ 1), kunr = 1,2,3... ja
® on kultainen leikkaus. Koska ®r + r= ®?2 r, luku-
parit saadaan myds (or o2 r).

Taulukko 1. Whthoffin pelin turvallisia pareja.
r 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Al1[(3(4|6|8|9|11|12|14(16(|17|19|21

r

B|l]2|5|7(10|/13|15(18(20|23|26|28|31|34

4

Taulukossa keltaisissa soluissa olevat luvut ovat
Fibonaccin lukujonon lukuja, eli
AuBL Ay By Ay By = 12358132134 ..
Samalla tavalla, jos aloitetaan vaikka luvuista 4 ja
7, saadaan vastaavasti yleinen Fibonaccin jono, jossa
aloitetaan luvuilla 4 ja 7:

ABABA

eh nimi ovat Lucasm luEl(u]a

= 4,7,11,18,29,37, .

Beattyn jonot

Turvallisten parien taulukosta 16ytyvit kaikki luonnol-
liset luvut kertaalleen, toisin sanoen yksikain luku ei
toistu taulukossa ja kaikki luonnolliset luvut l6ytyvit
luettelosta. Tdmé on yksi esimerkki sellaisista Beat-
tyn jonoista A ja B, jotka sisiltivit kaikki luonnolli-
set luvut.

Beattyn jonot méiritell4éin lattiafunktion seki po-
sitiivisten irrationaalilukujen a ja £ avulla siten, etti

A =lall2a][3a]...ja B = pl128]134]...

12 [eDimensio 2009

Jos irrationaaliluvut a ja f toteuttavat yhtilon

l+l:1

o B

niin jonot A ja B siséltivit kaikki luonnolliset lu-
vut ilman toistoa.

Samuel Beatty (1881-1970) julkaisi vuonna 1926
American Mathematical tMonthly -lehdessi ongel-
man liittyen edelld mainittuihin, hinen nimein kan-
taviin jonoihin. Beatty oli ensimméinen kanadalaises-
ta yliopistosta valmistunut matematiikan alan tohto-
ri. Hénen viitoskirjaansa ohjasi J. C. Fields (1863—
1932), jonka kunniaksi on nimetty "matemaatikkojen
Nobel”, eli Fieldsin mitali. Fieldsin mitalista mainitta-
koon, ettd ensimmaiiset Fieldsin mitalit saivat suoma-
lainen Lars Ahlfors (1907—-1996) ja yhdysvaltalainen
Jesse Douglas (1897-1965) vuonna 1936.

Wythoffin taulukko

Wythoffin taulukko saadaan, kun Wythoffin parit jir-
jestetidiin yleisten Fibonaccin lukujonojen mukaisesti
siten, ettd kirjoitetaan ensimmiinen lukupari (1, 2)
vaakariville ja sen vaakarivin loput luvut saadaan las-
kemalla yhteen kaksi edellisti rivin lukua (Taulukko 2).
Wythoffin parien luettelosta poistetaan nimai kirjoi-
tetut luvut. Seuraava vaakarivi aloitetaan kahdella
ensimmiiselli jiljelld olevalla Wythoffin lukuparilla
(4, 7), joiden jilkeen tulevat luvut saadaan rekursii-
visesti laskemalla kaksi edellisti lukua yhteen. Pois-
tetaan myds ndmé luvut Wythoffin parien joukosta.
Menetelmii jatkamalla saadaan aikaiseksi Wythoffin
taulukko (Taulukko 3).

Wythoffin taulukon ensimmiinen rivi koostuu Fi-
bonaccin lukujonon luvuista, toisen rivin luvut ovat
Lucasin jonon lukuja ja loput rivit ovat yleisié Fibo-
naccin lukujonoja. Jokainen rivi alkaa pienimmalla
luvulla, jota ei [6ydy ylemmilti riveiltd. Lisiksi taulu-
kosta 16ytyy jokainen positiivinen kokonaisluku tis-
miilleen yhden kerran (1). Taulukon erikoisia ominai-
suuksia on my®ds, ettd jos rivin S k:s luku on rivin R
lukujen (k — 1) ja (k + 1) vilissi (tai yleisemmin rivin
R lukujen (x) ja (x + n)), kaikki rivin S luvut (k + a)
ovat vastaavalla tavalla rivin R lukujen (k + a — 1) ja
(k +a + 1) vilissa (2) (yleisemmin lukujen (x + a)
ja (x + a + n) vilissd). Luvut kasvavat taulukon sa-
rakkeissa alaspiin ja riveilld oikealle (3). Sellaista lu-
kutaulukkoa, joka toteuttaa lauseiden (1), (2) ja (3)
ehdot, kutsutaan englannin kielell termill intersper-
sion. Suomalainen vastine voisi olla sirotelma.



Taulukko 2. Whthoffin parien poimiminen.

RIVI1 RIVI1 RIVI2 RIVI3 RIVI1 RIVI4 RIVI2 RIVI5
am | 1| 3 | 4 | 6 | 8 | 9 | 11| 12
Bn | 2 | 5 | 7 | 10 | 13 | 15 | 18 | 20

Taulukko 3. Whthoffin taulukko.

RIVI 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377
RIVI 2 4 7 11 18 29 47 76 123 199 322 521 843 | 1364
RIVI 3 6 10 16 26 42 68 110 178 288 466 754 1220 | 1974
RIVI 4 9 15 24 39 63 102 165 267 432 699 | 1131 | 1830 | 2961
RIVI 5 12 20 32 52 84 136 220 356 576 932 | 1508 | 2440 | 3948
RIVI 9 22 36 58 94 152 246 398 644 | 1042 | 1686 | 2728 | 4414 | 7142
RIVI 10 25 41 66 107 173 280 453 733 1186 | 1919 | 3105 | 5024 | 8129
RIVI 11 27 44 4 115 186 301 487 788 1275 | 2063 | 3338 | 5401 | 8739
RIVI 12 30 49 79 128 207 335 542 877 1419 | 2296 | 3715 | 6011 | 9726
RIVI13 33 54 87 141 228 369 597 966 | 1563 | 2529 | 4092 | 6621 | 10713
RIVI 14 35 57 92 149 241 390 631 1021 | 1652 | 2673 | 4325 | 6998 | 11323

Vaihtoehtoinen tapa
Wythoffin taulukon konstruoimiseen

Wythoffin taulukkoa ei ole pakko tehdd Wythoffin lu-
kuparien avulla, vaan taulukko voidaan tehdi myds
kultaisen leikkauksen ® ja lattiafunktion avulla tau-
lukon 4 mukaan.

Témin periaatteen mukaisesti Wythoffin taulukon
rivin n sarakkeen ¢ luku a__saadaan lattiafunktion,
kultaisen leikkauksen ja Fibonaccin lukujen F , avul-
la seuraavasti:

a, =|n+1)@|F,,+nF

c+2 cHl

Koska Wythoffin taulukko sisiltii kaikki luonnol-
liset luvut, edelli esitetyn periaatteen mukaan kaikki
luvut ovat konstruoitavissa kultaisen leikkauksen ja
Fibonaccin lukujen avulla.

Wythoffin taulukko voidaan tehdd myds ilman
lattiafunktiota. Wythoffin taulukon generoivat luvut
(keltaisissa soluissa) voidaan saada suoraan Fibonac-
cin lukujonon avulla. Ensimmiisen rivin aloittavat ja
generoivat luvut 0 ja 1 (Fibonaccin lukujonon 0. ja 1.
luku). Toisen rivin aloittaa luku 1. Etsitd4n aiemmal-
ta riviltd harmailta soluilta lukua 1 seuraava luku (2),
johon lisdtdin yksi (2 + 1 = 3) ja toinen rivi saadaan
generoitua nididen lukujen avulla, eli luvuilla 1 ja 3.

Taulukko 4. Whthoffin taulukon ensimmidiisici lukuja kultaisen leikkauksen ja lattiafunktion avulla.

n Wythoffin taulukko, saadaan yleisen fibonaccin jonon periaatteen mukaisesti laskemalla
|_(”+ 1)-® J rivin kaksi edellistad arvoa yhteen
c=0 c=1 c=2 c=3 c=4 c=5
0 1 1 3 5 8 13
1 3 4 7 11 18 29 47
2 4 6 10 16 26 42 68
3 6 9 15 24 39 63 102
4 8 12 20 32 52 84 136
5 9 14 23 37 60 97 157
6 11 17 28 45 73 118 191
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Kolmas rivi alkaa luvulla 2. Lukua 2 seuraava lu-
ku kolmannen rivin ylipuolisista harmaan alueen lu-
vuista on 3, johon lisdtid4n yksi ja saadaan timén rivin
toinen generoiva luku (3 + 1 = 4). Neljis rivi alkaa
luvulla 3, jolle seuraaja yldpuolisissa riveissi on 5. Kun
lukuun 5 lisité4n yksi, saadaan neljinnen rivin toinen
generoiva luku. Vastaavasti viides rivi alkaa luvulla 4,
jonka seuraaja ylapuolisissa riveissi on 7, eli viiden-
nen rivin toinen generoiva luku on 8. T#ll4 tavalla jat-
kamalla saadaan Wythoffin taulukko tiytettya.

Zeckendorfin esitys luvuille

Edouard Zeckendorf (1901-1983) oli koulutuksel-
taan ladkiri ja hammaskirurgi. Han palveli Belgian
armeijassa lidkintdjoukoissa aina vuoteen 1957 asti.
Hiin oli amatddrimatemaatikko, jolla oli useita mate-
maattisia julkaisuja.

Zeckendorfin esitys luvuille perustuu Fibonaccin
lukuihin. Aiemmin esitetyn perusteella kaikki luon-
nolliset luvut ovat esitettivissi Fibonaccin lukujen
avulla. Toisaalta kaikki luvut ovat esitettivissi Fibo-
naccin lukujen summien avulla, esimerkiksi

H2424 24242 3434343 545
= =

12= 62 = 43 =2H~H5 +2, tai vaihtoehtoisesti

12 = 8 + 3 + 1. Ensimmiisessi tapauksessa luku 12
esitetiidin siten, ettd Fibonaccin lukuja kerrotaan jol-
lakin kertoimella, jolloin luvun esitystapoja voi olla
useita. Yksittdinen Fibonaccin luku esiintyy vain ker-
taalleen jilkimmiisessd tapauksessa. Zeckendorfin
esitys perustuu jilkimméiseen tapaan. Zeckendorfin
esityksessd kiytetddn lukuméiiriisesti mahdollisim-
man vihin Fibonaccin lukuja, eli kaksi periikkéistd
Fibonaccin lukua ei voi esiintyi tissd lukuesitysmuo-
dossa. Zeckendorf ei julkaissut ideaansa itse, vaikka
kertookin ideansa olleen todistuttuna jo vuonna
1939. Ensimmiisen julkaisun luonnollisten lukujen
esittdmisestd Fibonaccin lukujen summien avulla on
tiettdvisti tehnyt hollantilainen matemaatikko C. G.
Lekkerkerker (1922-1999) vuonna 1952.

Taulukko 5 havainnollistaa Zeckendorfin esitysti.

Zeckendorfin esitys perustuu Fibonaccin lukujen
kiyttimiseen kantalukuina. Oma lukujirjestelmam-
me perustuu 10-kantaiseen lukujirjestelmiin, jonka
Fibonacci toi Eurooppaan teoksessaan Liber Abaci,
mutta kuten tiedimme, myds muita kantalukuja voi-
daan kayttia. Esimerkiksi bindériluvuissa kantaluku-
na on luku 2. Zeckendorfin esitysti ei kuitenkaan pida
sekoittaa bindarilukuihin, vaikka ne muistuttavatkin
toisiaan. Kun muuta kuin kymmenkantaista lukuesi-
tystd kiytetddn artikkelisarjassa mydhemmin, sekaan-
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Taulukko 5. Fibonaccin lukuja ja Zeckendorfin esitys erdille
luvuille. Fibonaccin lukuja, x = ne Fibonaccin luvut,
joiden summa on sama kuin luku a.

Luku| 89 | 65 |34 | 20| 138 | 6| 3| 2| 1| Zeckendorfin
a esitys luvulle a
1 X 1

2 X 10

3 X 100
4 X X 101

5 X 1000

6 X X 1001

7 X X 1010

8 X 10000

9 X X 10001
10 X X 10010
11 X X 10100
12 X X X 10101
13 X 100000
14 X X 100001
15 X X 100010
20 X X X 101010
30 X X 1010001
40 X X X 10001001
50 X X X 10100100
60 X X 100001000
10 X X X 100100010
80 X X X X 101000101
901 x x | 1000000001
100] x X X 1000010100

nusten vilttdmiseksi luvun numeroesityksen jilkeen
kiytetiddn alaindeksini lukuesityksen kantaa kuvaa-
vaa nimitysté, ellei lukuesityksen kanta muuten tule

selkedsti ilmi. Esimerkiksi 9 = 1001, = 10001,

Wythoffin taulukko Zeckendorfin esityksen mukaan

Mikili Wythoffin taulukko esitetiin Zeckendorfin esi-
tyksen mukaisesti, saadaan Taulukko 6.

Taulukosta 6 voidaan huomata, ettd ensimméi-
nen pystysarake p#ittyy aina ykkoseen, toisen pys-
tysarakkeen luvut saadaan saman vaakarivin ensim-
miisen sarakkeen luvusta lisaéimalld luvun loppuun
nolla, kolmannen sarakkeen lukuihin lisitaan kaksi
nollaa jne.

Stolarskyn taulukko

Wythoffin taulukko ei ole ainutlaatuinen kaikki luon-
nolliset luvut sisiltiva taulukkoesitys, joka perustuu
rekursiivisesti miériteltyihin jonoihin ja on sirotelma.



Taulukko 6. Whthoffin taulukon lukuja Zeckendorfin esityksen avulla.

1 10 100 1000 10000 100000 1000000

101 1010 10100 101000 1010000 10100000 101000000
1001 10010 100100 1001000 10010000 100100000 1001000000
10001 100010 1000100 10001000 100010000 1000100000 10001000000
10101 101010 1010100 10101000 101010000 1010100000 10101000000
100001 1000010 10000100 100001000 1000010000 10000100000 | 100001000000
100101 1001010 10010100 100101000 1001010000 10010100000 | 100101000000

Kultaisen leikkauksen avulla voidaan maérittii myods
vastaavat ominaisuudet omaava erilainen taulukko,
Stolarskyn taulukko.

Lasketaan ensin luonnollisten lukujen ja kultaisen
leikkauksen tulojen likiarvot lihimpé#n kokonaislu-
kuun pyéristettynd. Merkitdin luvun x pyoristysti
[x]-merkinnall.

Taulukko 7. Luonnollisten lukujen ja kultaisen leikkauksen
tulojen likiarvot lihimpddn kokonaislukuun pyoristettynd.

noo[ 1203456 |7]8]9]10|N|12
o] | 23|56 [8]w|[n]w]n|®]n6]n

Stolarskyn taulukon ensimmiisen rivin (rivi Q)
tiyttidminen aloitetaan luvuilla 1 ja [1-®] joka on 2,
niiden jilkeen tulevat luvut saadaan laskemalla kaksi
edellisti lukua yhteen. Ensimméinen rivi koostuu siis
tissikin Fibonaccin luvuista.

Toisen rivin aloittaa pienin ylemmilti riviltd puut-
tuva luku, eli 4. Seuraava luku on [4-®] eli 6. Tamin
rivin seuraavat luvut saadaan taas laskemalla kaksi
edeltivid yhteen. Kolmannen rivin aloittaa pienin
ylemmilt4 riviltd puuttuva luku 7, jonka jilkeen tule-
va saadaan [7-®] eli 11 ja seuraavat luvut ja rivit saa-
daan yll4 esitetyn periaatteen mukaisesti.

Taulukko 8. Stolarskyn taulukon ensimmciisici lukuja.

T2 3 4 %5 6 7 8 8 10 M 12

TL 1] 23| 5|8 |15]20|34]5 |89 14428
2 (4|6 |10]16|2|4|68|10]|178]|288 |466 | 754
ST [ M [ 18|29 |4 |76 |123)199 322|521 843 | 1364
419 [ 16| 24|39 |63 |102]165| 267 | 432 | 699 | 11311830
O [ 12119 | 31 80 | 81 | 131|212 | 343 | 555 | 838 | 1453 2351
6 (14|23 | 37|60 | 97| 157|254 | 411|665 | 1076|1741 | 2617
7|17 28| 45| 73 | 118|191 | 309 | 500 | 809 {1309 | 2118 | 3427
8 |20 | 32| 52| 84 |136|220 | 3066|576 | 932 | 1508|2440 3948
9 |22 (36|58 | 94 |102 246|398 | 644 |1042|1686|2728| 4414

Stolarskyn taulukon toisen rivin luvut ovat Fibo-
naccin lukuja kerrottuna kahdella, kolmas rivi puo-
lestaan koostuu Lucasin luvuista. Milld muilla riveil-
14 on Fibonaccin lukujen monikertoja? Loytyykod Lu-
casin lukujen monikertoja? Vastaukset kysymyksiin
eDimensiossa.

Artikkelisarjaan liittyvid tehtivid [6ytyy osoitteesta
hittp://kotisivu.suomi.net/mikkola.kari/fibonacci mm

elimensio 2009 | 15



\
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0SA 6. Fibonaccin lukujen
kdyttaminen laskutoimituksissa

Tissi osassa keskitytiian Fibonaccin lukujen hyddynti-
miseen erilaisissa laskutoimituksissa ja lukuesityksissa.
Aloitetaan kuitenkin hieman kauempaa historiasta,
silld jo muinaiset egyptiliiset...

Egyptildinen menetelma kertolaskun laskemiseen

Egyprtiliisilld oli kiytdssidin menetelmi kertolaskun
laskemiseen, jossa tarvittiin vain puolituksia, kaksin-
kertaistamista ja yhteenlaskua. Menetelmiin jokaisessa
vaiheessa kerrottava kaksinkertaistetaan ja kertoja jae-
taan kahdella, kunnes puolituksissa paistian lukuun
yksi. Puolitukset pyoristetddn aina alaspiin. Lopuksi

Kertolasku Fibonaccin lukujen avulla

Vastaavantyyppinen menetelm# onnistuu myds Fibo-
naccin lukujen avulla. Nyt vasen sarake alkaa ykko-
selld ja toinen sarake alkaa kerrottavalla. Seuraavalla
rivilli em. luvut tuplataan (eli lasketaan yhteen itsensi
kanssa) ja siiti eteenpiin seuraavat luvut saadaan las-
kemalla pystysarakkeen kaksi yldpuolista lukua yhteen.
Titi jatketaan kunnes vasempaan sarakkeeseen tulisi
kertojaa suurempi luku seuraavalle riville. Vasen sarake
koostuu siten Fibonaccin luvuista, joista valitaan sel-
laiset, ettd ne yhteenlaskemalla saadaan kertoja. Las-
ketaan sitten niiden rivien toisten sarakkeiden luvut
yhteen ja tistd saadaan kertolaskun tulos.

Esimerkki. 27-63 (27 =21 + 5 + 1 = 1001001,).

lasketggn sellaiseF ke?rottavat Fai sen tup?aukset yh- 1. Fibonacein lukuja | 2. yhteenlasku kerrottavalla | 3. mitkd toisen sarakkeen
teen, joissa kertoja tai sen puolitus on pariton. Tamé |
i . i T uvut lasketaan yhteen
on helpoin tehdi taulukon avulla, jossa esimerkiksi va-
sen sarake on kertojalle ja sen puolituksille, seuraava 1 63 +
sarake on kerrottavan tuplauksille ja kolmanteen sa-
A - . T 2 126
rakkeeseen merkitiin, mitka toisen sarakkeen riveis-
t4 lasketaan mukaan (eli ne rivit, joissa ensimmiisen 3 169
sarakkeen luvut ovat parittomia). 5 315 N
Esimerkiksi 27-63. 8 504
1. sarake: kertoja 2. sarake: kerrottava 3.sarake: mitkd 2.-sarak- 13 819
Uolitetaan tuplataan keen riveistd lasketaan
F P 2 1323 .
mukaan
20 63 +
8 18 . Lasketaan yhteen 63 + 315 + 1323 = 1701. Ta-
mén menetelmin etuna Egyptildiseen nihden voi-
6 25 daan pitéi sitd, ettd nyt tarvitaan vain yhteenlaskua.
8 o0 * Likimaérdinen menetelma
] 1008 + mailien ja kilometrien muuntamiseen

Nyt lasketaan yhteen 63 + 126 + 504 + 1008
= 1701, eli 27-63 = 1701.

Egyptildisten menetelmi voidaan todistaa bin4ri-
jarjestelmin avulla. Koska 27 = 16 + 8 + 2 + 1, eli
27 = 11011, niin 27-63 voidaan myds laskea 2*- 63
+23-63 +2'-63 + 2°-63.
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Koska 1 maili on n. 1,609 km ja kultainen leikkaus ®
onn. 1,618, voidaan esittii likima4riinen muunnos-
menetelmi kilometrien ja mailien muuntamiselle. Jos
halutaan muuntaa matka kilometreisti maileiksi, voi-
daan tarkastella perikkiisid Fibonaccin lukuja, sillé nii-
den suhde on aina lihell4 kultaista leikkausta ja siten
my6s lihelld mailien ja kilometrien suhdetta.



Esimerkiksi 21 kilometrid on noin 13 mailia (pe-
rakkiiset Fibonaccin luvut). Vastaavasti maraton-
matka 42 kilometrii on muutettavissa likimaarai-
sesti maileiksi hakemalla sellaiset Fibonaccin luvut,
ettd niiden summaksi tulee 42 ja sitten lasketaan
yhteen niiti edeltivit Fibonaccin luvut, jolloin saa-
daan likim#irdinen muunnos tehtyd aika helposti.
Koska 42 = 34 + 8 (= 10010000,,), ja niita edel-
tiviit Fibonaccin luvut ovat 21 ja 5, eli 42 km on
noin 26 mailia (21 + 5). Tarkemmin 42 km on 26,1
mailia, eli saamme tilli menetelmilla aika tarkko-
ja likiarvoja.

Muunnos toimii luonnollisesti my&s toiseen suun-
taan. Jos esimerkiksi muunnetaan 55 mailia kilo-
metreiksi, katsotaan Fibonaccin luvun 55 seuraaja,
eli 89 (virhe 0,505 km, eli 0,6 %). Jos muunnettava
mailim4ird on vaikka 100, sen Fibonaccin lukujen
mukaisen summaesityksen (100 = 89 + 8 + 3 =
1000010100,,) seuraajat yhteenlaskemalla saadaan
tulos 144 + 13 + 5 = 162. Muunnosvirhe on jil-
leen alle prosentin. Tdmi on siis kohtuullisen tark-
ka muunnostapa ja varsin nopea, mikili mukana ei
ole laskinta.

Vastaava menetelmi toimii esimerkiksi elekt-
ronivolttien muuntamisessa jouleiksi (1 eV =
1,602-10-¥]), tosin virhe hieman kasvaa ja suuruus-
luokka eli kymmenen potenssi tiytyy myds ottaa huo-
mioon. Esimerkiksi muunnettaessa 20 MeV jouleik-
si, timé saadaan laskettua Fibonaccin lukujen avulla
(20 = 13 + 5 + 2, haetaan seuraavat Fibonaccin lu-
vut ja lasketaan ne yhteen 20 + 8 + 3 = 31 seké huo-
mioidaan eksponentit: mega=10°, 106107 = 10-1)
20 MeV=31-10"] = 3,1- 10"? ], tarkemman arvon
ollessa 3,2- 102 ].

My6s kuutiotuumien ja kuutiosenttimetrien
muuntamisessa voitaisiin kiyttdi Fibonaccin luku-
ja, mutta menetelmi kaipaa tilldin pientd hieno-
sA4tod. Jatdn tdmin ongelman lukijoille pohditta-
vaksi.

Murtolukujen desimaaliesityksia fibonaccin luvuilla

Murtoluvun 1/89 desimaaliesitys

(= 0,0112359550561797752808988764045) alkaa
mielenkiintoisella tavalla Fibonaccin jonon luvuilla
0, 1,1, 2,3ja5, mutta itse asiassa desimaaliesitys ko-
konaisuudessaan voidaan saada Fibonaccin lukujen
avulla (Taulukko 1).

Ero viimeisissi desimaaleissa selittyy silli, ettei las-
kussa ole mukana kaikki Fibonaccin luvut. Yhtilii-
syys Fibonaccin lukuihin voidaan osoittaa seuraaval-
la tavalla.

Taulukko 1. Murtoluvun 1/89 desimaaliesitys.
0,01
0,001
0,0002
0,00003
0,000005
0,0000008
0,00000013
0,000000021
0,0000000034
0,00000000055
0,000000000089
0,0000000000144

+ 0,00000000000233

0,01123595505573

Jos merkitiin

k(x)=2Fn-x"=1-x2+1-x3+2~x4+3-x5+5~x6+...

n=1

missé F_onn:s fibonaccin luku, eliF =0, F,=1,F =1,
F.=2,..

Talloin seuraavien yhtildisyyksien mukaan

,=

k(x)=1-x*+1-+2-x"+3-°+5-x°+...
xk(x) =
x*k(x) =

L’ +1-xP 42 +3-x°+...
L+ 1 +2-x° +...

saadaan k(x)—xk(x)—x’k(x)=x" <

k(x)(1—x—x*)=x%

1445

Jos —x'—x+120, eli x#—

olla —® tai —@), saadaan tulos
2

(siis x ei saa

L) = X
()= . —xtl mik# voidaan kirjoittaa myds
1 o
= _N'F .4
xt—x"-1 nzz;' ! (1)

Jos yhtiléon (1) sijoitetaan muuttujan x arvoksi
1/10, saamme yhtilon

L_sr (L)
@_EF“ [10)-

Miten saadaan esitettyé edelld olevan perusteel-
la luku 1/9899 desimaaliesitykseni? Ratkaisun niet
timin artikkelisarjan lopussa.
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Laskutemppu

Seuraavan periaatteen mukaisesti voi himmistyttii
oppilaita. Kymmenen perikkiisen yleisen Fibonaccin
lukujonon lukujen summa on aina yhti suuri kuin jo-
non seitsemis arvo kerrottuna luvulla 11. Tempussa
oppilas valitsee kaksi mielivaltaista (esimerkiksi kaksi-
tai kolminumeroista) lukua. Oppilas kirjoittaa luvut
taululle allekkain ja opettaja katsoo koko ajan toisaal-
le. Oppilaalle annetaan tehtiviksi laskea nami kaksi
lukua yhteen ja kirjoittaa tulos lukujen alle. Seuraa-
vaksi oppilas laskee seuraavan luvun laskemalla kak-
si viimeisinti lukua yhteen. Téti toistetaan, kunnes
taululla on kymmenen lukua. Seitseminnen luvun
jalkeen opettaja kééntyy taululle sanoen esimerkiksi:
"Monenteenko lukuun olet piissyt?” ja kidntyy ta-
kaisin katsomaan muualle. Opettaja kertoo padssiin
seitseminnen luvun luvulla 11 ja kirjoittaa tuloksen
paperille. Kun kaikki kymmenen lukua on laskettu ja
kirjoitettu taululle, oppilaalle annetaan tehtiviksi las-
kea nami kaikki luvut yhteen ja annetaan tarvittaessa
lupa kiyttii laskinta. Téssd vaiheessa opettaja myds
sanoo oppilaille vastauksen 16ytyvin paperistaan.

Kun luvulla 11 kerrotaan esimerkiksi viisinume-
roinen luku

abcde = a-10* 4+ b-10° + ¢ 10* +d -10! + e-10°,
saadaan tulos 11 - abcde = a-10° + (a + b)-10* +
(b+c) 100+ (c+d)-10> + (d + ¢)-10" + e-10°
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Esimerkki: Oppilas kirjoittaa lukujonoksi
87,91, 178, 269, 447, 716, 1163, 1879, 3042, 4921.

Seitsemis luku 1163 kerrotaan 11:lla, josta saa-
daan pédssilaskun avulla 12 793 (ykkdsten numero
sdilyy, eli on 3, kymmenien numero on 6 + 3 = 9,
satojen numeroksi saadaan 1 + 6 = 7, tuhansien nu-
meroksi saamme 1 + 1 = 2 ja viimeinen eli kymme-

nien tuhansien numero on 1

1+1  6+3

o~

2793).
——

1+6

eli 11-1163 =1

Todennikaisesti oppilas laskee summaa laskimella
kohtuullisen pitkdin ja tuloksen paljastuttua opetta-
ja niyttdd lapultaan 16ytyvid lukua. Luokka jda ih-
mettelemiin, miten opettaja tiesi lukujen summan
etukiiteen.

Passsilasku voi myds olla tydlis, mikili yhteenlas-
kuista tulee paljon muistinumeroita ja luvut ovat iso-
ja, joten luvulla 11 kertomista kannattaa harjoitella.
Menetelmin todistaminen jai lukijoille harjoitusteh-
tiviksi.

Artikkelisarjaan liittyvid tehtivii [6ytyy osoitteesta
hittp://kotisivu.suomi.net/mikkola.kari/fibonacci m
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Fibonaccin luvut ja kultaisen leikkauksen suhde ovat
tarjonneet mielenkiintoisia yhteyksii kaikkiin lukuihin,
laskemiseen ja peleihin. Lukujen yhtiliisyydet luon-
toon ja toisiinsa voivat tuoda esiin yllittAvilti tuntuvia
yhteyksid. Katsotaan artikkelisarjan lopuksi yleisten
Fibonaccin jonojen vilisii yhteyksii, esitetiin vield
yksi Fibonaccin matemaattinen tulos ja pienimuotoi-
nen katsaus viimeisimpiin kehityssuuntiin.

Yleinen fibonaccin jono

Madritelldén yleinen fibonaccin jono G(a,b), seu-
raavasti:

G(ab), = G(ab), , + G(ab) ,missaG(ab), =a
jaG(ab), = b.

Tarkastellaan seuraavaksi yleisen fibonaccin jonon
lukuja:

G(a,b), = q,
G(a,b), = b,
G(ab), =a+b,

G(ab), = a + 2b,

G(a,b), = 2a + 3b,

G(a,b), = 3a + 5b,

G(a,b), = 5a + 8b jne.

Nyt a:n ja b:n kertoimet ovat Fibonaccin lukuja, jo-
ten yleisen fibonaccin jonon n:s termi voidaan esittd
a:n, b:n ja Fibonaccin lukujen avulla seuraavasti:

G(ab) =aF_ +bF (1)

Esimerkiksi jono G(7,2), (7, 2, 9, 11, 20, 31, 51,
82, ...) voidaan esittdi muodossa

G(12), =7F  +2F,.

Toisaalta tiille jonolle on olemassa lukuisia muita-
kin esitystapoja, esimerkiksi

G(12),=6-F +F .

Kertauksen vuoksi kdydain vield lipi merkinti

Q" —(—)" 1++/5 V5-1
n \/g , missa 7 ja @ 3

Fibonaccin lukujono yleisen
G(a, b)-jonon mukaan esitettyna

Kaavan (1) mukaan voidaan kirjoittaa

G(ab),,, =aF +bF,  =aF +b(F +F)
=b-F_ +(a+b)F.

Niin ollen saamme yhtisuuruuden

a-G(ab), ,, —b G(ab) =
a(bF_ +(@+b)-F)-b(aF_ +bF).

< a-Gab), , —b Gab) =

abF _+a-(a+b)-F~-abF_ - b-F

1
< a-Gab) , —b G(ab) = (a> +ab- b)) F .

Tésti padsisimme Fibonaccin lukujen esitykseen luku-
jonon G(a,b), alkioiden avulla, mikali voisimme olla
varmoja, etti seuraavan kaavan jakaja ei ole nolla:

P a-Gla,b),,, —b-Ga,b), (2)
" a’+ab-b’

Jos oletetaan, ettd a? 4+ ab — b? = 0, saadaan

_—bE b —4-1-(-b)

2
_obEd5-b 145

B 2 2 .

a

Toisin sanoen yhtild (2) ei ole voimassa, jos
a=@-btaia =—-®-b,eliajab eivit voi olla kul-
taisen leikkauksen suhteessa toisiinsa edelli esitetylld
tavalla, jotta yhtilo (2) pétee.

Yhtilé (2) on esitetty vuonna 2005 American
Math Monthly -lehdessi artikkelissa "Fibonacci, Che-
byshev and Orthoganal Polynomials” (D Aharonov,
A Beardam, K Driver).

Reaaliluvuilla yhtilon (2) jakaja voi titen olla nol-
la, muttei kokonais- tai rationaaliluvuilla. Kokonais-
lukujen osalta voitaisiin paityé tihin johtopaatok-
seen myds itsensi Fibonaccin tuloksen avulla.
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Kongruumi

Fibonacci kutsui sellaisia lukuja kongruumeiksi, jotka
ovat esitettivissi muodossa

ab(b—a)(b + a), kun (a + b) on parillinen tai
muodossa 4ab(b — a) (b + a), kun (a + b) on pariton.

Hiin osoitti, ettd kongruumi on jaollinen luvulla 24
ja myds, ettei kongruumi voi olla nelié.

Oletetaan, etti yhtilon (2) jakaja on nolla ja a tai
b ovat erisuuruisia kuin nolla, jolloin saadaan

a2+ab-b?=0ab= b2-a?
sab=(b-a)b+a)l ab,

(ab)* = ab(b—a)(b+a) 3)

=kongruumi jos (a+b) parillinen

Yhtilon (3) vasen puoli on nyt neli¢ ja oikea puoli
on kongruumi, jos (¢ + b) on parillinen. Kongruumi
ei voi olla neli®, joten yhtisuuruus ei voi olla voimas-
sa. Toisaalta jos (a + b) on pariton, yhtilon (3) pe-
rusteella saadaan

(ab)2 =abb-a)(b+a)|| -4

& (2ab)* =4ab(b—a) (b+a). 4)

=kongruumi

Yhtilossa (4) kongruumi olisi neli, miki ei ole
mahdollista, eli yhtilén yhtidsuuruus ei voi olla voi-
massa. Taten a? + ab— b?#0 kaikilla kokonaislu-
vuilla a ja b, kun a tai b ovat erisuuruisia kuin nolla,
joten yhtilo (2) pitee kokonaislukujen joukossa.

Yleinen jono G(c,d) esitettyna toisen yleisen jonon
G(a,b) avulla

Oletetaan, etti a, b, c ja d ovat kokonaislukuja. Fibo-
naccin jonon n:s termi voidaan yhtilon (2) mukaan
kirjoittaa jonon G(a,b) avulla ja yhtilon (1) mukaan
G(c, d) voidaan kirjoittaa Fibonaccin jonon avulla.
Niisti saadaan seuraava tulos (Yhtilo (5)):

(2)
Glc,d), =cF,_, +dF, =

a-G(a,b), —-b-G(a,b),_, a-G(a,b),,, —b-Gla,b),
¢ 2 2 +d- 2 p =
a"+ab-b a“+ab-b
ac-G(a,b), —bc-G(a,b),_, +ad - G(a,b),,, —bd-G(a,b), _
a’ +ab-b?
=G(a,b),_+G(a,b),
—
—bc-G(a,b),_, +(ac —bd)G(a,b), +ad - G(a,b),
a’ +ab—b*
=
Gle,d), = (ad —bc)- G(a,b),_, +(ac+ad —bd)-G(a,b), .

a’ +ab-b*
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Yhtilon (5) mukaan mitki tahansa kaksi luonnol-
lisilla luvuilla alkavat yleiset Fibonaccin lukujonot
voidaan esittéi toistensa avulla. Jos esimerkiksi a ja b
ovat alkulukuja, c on yksi ja d on parillinen luku, nii-
den lukujen vilille saadaan yhtilén (5) mukaan yh-
teys, jolloin parillinen luku d on esitettivissi kahden
alkuluvun avulla.

Esimerkkia = 17,b = 19,c = 1 jad = 36. Tilloin
yhtilén (5) mukaan saadaan

Gle,d), =36 =

(17-36—19-1)-17+(17-1+17-36-19-36)-17
17 +17-19-19*

=
593-17-55-19
251 '

36

Esimerkin perusteella huomataan, ettei yhti-
I6n (5) avulla saada (ainakaan suoraan) todistettua
Goldbachin konjektuuria, mutta joka tapauksessa mi-
ki tahansa luku voidaan ilmaista minki tahansa kah-
den luvun (vaikkapa alkuluvun) avulla. Myos mikéa
tahansa Fibonaccin tapaan méiritelty lukujono voi-
daan saada tehty# milld tahansa toisella yleiselld Fi-
bonaccin lukujonolla.

Yleinen kultainen leikkaus
Jos tarkastellaan ns. yleistettyji kultaisia leikkauksia
eli yhtilon xP*! =x? 4 1 ratkaisuja, saadaan p:n eri
arvoilla seuraava taulukko.

Taulukko 1. Yleistetryji kultaisia leikkauksia.

p @,

(pyoristetty)

2

1,618
1,465
1,380
1,324

AW |—|O

Geometrisesti yleinen kultainen leikkaus ® on
selitettivissd janan AB jakamisesta pisteelld C kah-
teen osaan siten, ettd osien suhde noudattaa seuraa-

vaa yhtiloa
cn_(any
AC (CB ).



Harmoninen matematiikka

Professori Alexey Stakhov on esittinyt vuonna 1996
luennollaan 7th International Conference on Fibonacci
Numbers and Their Applications -konferenssissa kisit-
teen harmoninen matematiikka. Tdm# matematiikan
osa-alue perustuu kultaisen leikkauksen ja niiden edel-
14 esitettyjen yleistyksien suhteisiin sekd hyperbolisiin
Fibonaccin ja Lucasin-funktioihin.

Esimerkiksi luvut mééritellddn yleistettyjen kul-
taisten leikkausten avulla. Lisd4 tietoa aiheesta on
loydettivissa Internetisti esimerkiksi hakusanoilla
harmony mathematics.

Fibonacci Quarterly

Fibonaccin luvuista ja niihin liittyvisti matematiikasta
kiinnostuneille on olemassa oma lehtensi: Fibonacci
Quarterly. Lehden perusti vuonna 1963 kaksi Fibo-
nacci Association -yhdistyksen perustajajidsenti Ver-
ner Emil Hoggatt. Jr (1921-1981) ja Brother Alfred
Brousseau, ES.C (1907-1988).

Lehti ilmestyy edelleen sdinnéllisesti tarjoten lu-
kijoilleen viimeisinté tietoa lukuteorian ja Fibonaccin
lukujen saralta.

Tietoa Dimensio-lehdesta

Fibonaccin kanien lisiintymiseen liittyvin esimer-
kin muodostamasta lukujonosta on ollut innoittajak-
si matemaatikoille jo yli 800 vuoden ajan. Kultaisen

leikkauksen suhteella voidaan mys saada monenlais-
ta mielenkiintoista aikaiseksi. Aiemmissa Dimension
numeroissa on ollut kultaiseen leikkaukseen ja Fibo-
naccin lukuihin liittyvid artikkeleja.

Benfordin lain ja Fibonaccin lukujen vilisesté suh-
teesta on tietoa Hannu Korhosen artikkelissa "Ben-
fordin laki” Dimension numerosta 5/2006. Mikili lu-
kijoita kiinnostaa lukea taiteen ja luonnon suhteesta
Fibonaccin lukuihin tai kultaisen leikkauksen suhtee-
seen, niin Dimensiosta 6/2006 on luettavissa Korho-
sen artikkeli "Mona Lisa ja Fibonacci”. Jos Fibonaccin
lukujen suhde kombinatoriikkaan ja #4rettdmiin sa-
noihin kiinnostaa, niin numerossa 3/2005 on artikkeli
"Fibonaccin d#retdn sana” kirjoittajina Juhani Karhu-
miki ja Arto Lepisto.

Artikkelisarjaan liittyvid tehtivii [6ytyy osoitteesta
hitp://katisivu.suomi.net/mikkola.kari/fibonacci
Lahteet:

W. W.R. Ball, A Short Account of the History of Mathematics

E. T. Bell, Development of Mathematics

C B. Boyer Tieteiden Kuningatar

M. Gardner, Penrose Tiles to Trapdoor Ciphers, osoitteesta

http://www.cut-the-knot.org/ pythagoras/withoff.shtml

A. F. Horadam, Eight hundred years young, The Australi-
an Mathematics Teacher 31 (1975) 123-134, osoitteesta
http://faculty.evansville.edu/ck6/bstud/fibo.html

0. Kurola, Kuka Kukin Oli Matematiikan Historiassa

E. Lucas, Récréations mathématiques, osoitteesta
http://visualiseur.bnf.fr/CadresFenetre 20=NUMM-3343&M=tdm

http://www.goldenmuseum.com/

http://www.mes.surrey.ac.uk/Personal/R Knott/ Fibonacci/fib.html

http://faculty.evansville.edu/ck6/bstud/index.html

http://www-history.mes.st-andrews.ac.uk/BiogIndex html
http://www.cs.wm.edu/ ~ pkstoc/toh.html
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Ratkaisut: Kurkistuksia Fibonaccin lukujen maailmaan

Ratkaisut resistanssiongelmiin (Kurkistuksia Fibonaccin lukujen maailmaan: Osa 2)

Kokonaisresistanssin arvoissa esiintyy periikkiiset Fibonaccin luvut. Jos kytkentdji jatketaan annetun
mallin mukaisesti, millainen kokonaisresistanssi on kytkennilli 8? Tai 97 Miki kokonaisresistanssi tulee
kytkennille n? Mit4 lukuarvoa parillisten kytkentdjen kokonaisresistanssi ldhestyy, jos kytkentis kasva-

tetaan? Miten kiy parittomien kytkentdjen kokonaisresistanssille kytkennin kasvaessa?

34 34
Ry==—, R, ==

n+l

R, =F;)" -F

)n+1 1+ \/g
2

, limR,, =
n—roco

=® ja limR, ,, =——=0

n+l1 2

Lucas antoi kirjassaan seuraavan ratkaisun. Merkinndt on tehty Lucasin ratkaisun mukaan.

Aluksi kolme pariskuntaa on joen toi-
sella puolella. Miehi kuvataan isoilla
kirjaimilla ja naisia pienill.
CBA
cha

Kaksi naista menee joen yli:

CBA ‘
€oo .ba

Toinen naisista palaa takaisin ja ot-
taa jiljelle jiineen naisen mukaansa
joen oikealle puolelle.

CBA ‘
cba

tai Lucasin lukujen monikertoja”
(Kurkistuksia Fibonaccin lukujen maailmaan: Osa b)

Fibonaccin lukujen monikertoja 16ytyy
esimerkiksi riveilti 4, 8, 10, 19.

Lucasin lukujen monikertoja on
esimerkiksi rivilld 9.
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Yksi naisista palaa takaisin ja jai
miehensi kanssa rannalle, kun kak-
si muuta miestd menevét joen yli.
C.. .BA
c.. .ba
Toinen joen yli menneisti pariskun-

nista palaa takaisin ja miehet souta-
vat joen yli oikealle puolelle.

.. ‘ CBA

ch . .. a
Joen oikealla puolella oleva nainen
palaa veneelld joen yli ja ottaa toi-
sen naisista mukaansa.
CBA

c.. .ba
Yksin4én olevan naisen puoliso (vaih-

1

toehtoisesti toinen joen oikealla puo-
lella olevista naisista) palaa takaisin,
ja he ylittévit joen vasemmalle puo-
lelle jisneen naisen kanssa.

CBA

cba
Joenylityksid veneelld tulee 11, jo-
ka on kuudes (tehtivin henkildiden
mééri oli kuusi) luku Lucasin jonossa,
jos aloitetaan luvuilla 2 ja 1. Lucas
antaa kirjassaan myds toisen musta-
sukkaisten miesten esimerkin. Téss#
tapauksessa nelji pariskuntaa on ylit-
timissi jokea veneelld, johon mah-
tuu kolme ihmisti. Ratkaisu jaikoon
lukijoiden pohdittavaksi.

esitettyd edelld olevan perusteella luku

1/9899 desimaaliesityksend?”
(Kurkistuksia Fibonaccin lukujen maailmaan: Osa 6)
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