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Irma Iho

Pääkirjoitus
, Hallituksen puheenjohtaja

Ylioppilastutkinnon 
rakenne vakiintunut

Isot rakenteelliset muutokset ylioppilastutkinnossa 
ovat vakiintuneet. Kokemuksia on jo sekä ruotsin 
kielen valinnaisuudesta että yksittäisten reaaliai-

neiden kokeista terveystietoa myöten. Toista kotimais-
ta kieltä kirjoitettiin valinnaisena ensimmäistä kertaa 
keväällä 2005 ja reaaliaineita terveystietoa lukuun ot-
tamatta keväällä 2006. Kysymyksiä on herättänyt myös 
ylioppilastutkinnon rakenteellisten muutosten vaiku-
tus matematiikan kokeen suorittamiseen.

Pitkän matematiikan kokeeseen osallistuvien mää-
rä on pysytellyt pitkään vakiona, noin 12 000:ssa. 
Odotettua lisäystä ei tullut ruotsin valinnaisuuden 
myötä eikä LUMA – tavoitetta ole saavutettu. Lyhyt-
tä matematiikkaa kirjoitetaan entistä enemmän syk-
syllä ja kevään kokeeseen osallistujien määrä onkin 
laskenut roimasti tänä keväänä. Onneksi kokonaan 
matematiikan kokeeseen osallistumattomien määrä 
ei ole kovin suuri. Voisihan se pienempikin olla, kos-
ka on kysymyksessä perustaito.

Suurin muutos on tapahtunut fysiikassa ja kemi-
assa. Positiivista on se, että suuri osa viimeisille kurs-
seille osallistuneista osallistuu ylioppilaskokeeseen. 
Pelko, että vain parhaimmat osallistuisivat, oli turha. 
Huonona uutisena on se, että liian vähän opiskelijoi-
ta osallistuu viimeisille kursseille.

Tämän kevään kokeeseen ilmoittautui 5 066 fyy-
sikkoa ja 4 123 kemistiä. Fysiikan osuus on 12 % ja 
kemian 10 % reaaliaineiden kokeisiin ilmoittautu-
neiden määrästä. Nämä prosenttiosuudet näyttävät 
kauniilta ja ovat samaa luokkaa kuin historian, terve-
ystiedon ja yhteiskuntaopin. Tulokset muuttuvat ru-
memmiksi, kun otetaan huomioon se, että reaaliainei-
den kokeisiin osallistutaan syksyisin runsaasti. Tämä 
ei koske fysiikkaa lainkaan, sillä harva koulu järjestää 
kurssitarjottimen niin, että kirjoittaminen olisi edes 
mahdollista. Kemiaankin osallistutaan varsin vähän. 

Esimerkiksi syksyllä 2007 osallistui fysiikan kokeeseen 
629, kemian kokeeseen 1 440, maantieteeseen 2 860 
ja historiaan 3 734 kokelasta. Korottajat on jo lasket-
tu mukaan. Terveystiedon saldo on 8 073, kun syksy 
ja kevät lasketaan yhteen. Terveystiedon kokeeseen 
osallistuvien määrä herättänee monia kysymyksiä.

Sillä ei tietenkään ole suurta merkitystä, mikä on 
matemaattisten aineiden kirjoittajien määrän suh-
de muiden oppiaineiden kirjoittajien määrään. Sillä 
on merkitystä, että lukio tuottaa noin 12 000 pitkän 
matematiikan kirjoittanutta ja noin 5 000 fysiikan ja 
kemian kokeen läpäissyttä. Tästä määrästä pitää riit-
tää kaikkien korkeakouluihin tarpeisiin. Helposti voi 
laskea kuinka onneton tilanne on, kun vielä muis-
taa, että pitkien oppimäärien suorittaneilla on oikeus 
aloittaa opinnot sellaisillakin aloilla, jotka eivät pit-
kiä oppimääriä vaadi. Ymmärtää hyvin ammattikor-
keakoulujen valituksen, että huonoa ainesta hakeu-
tuu opiskelijoiksi. Lukiossa hankittuja tietoja ja taitoja 
pitkässä matematiikassa, fysiikassa ja kemiassa ei ole 
ehkä ollenkaan tai taidot ovat hyvin heikot.

Matemaattisten aineiden hylkäämisprosentit ovat 
moneen muuhun oppiaineeseen verrattuna suuria, 
vaikka läpipääsyn pisterajat ovat painuneet kymme-
nen tienoille ja allekin. Osallistujien ja osaajien mää-
rät eivät ole läheskään samat. Tämä on ison keskuste-
lun paikka, kun lähdetään uudistamaan opetussuun-
nitelmia ja tuntijakoja. Ehkä ”Leikolan komiteaa” tar-
vittaisiin taas.

Matemaattisten aineiden opettajilla on iso urakka 
raivata tilaa omille oppiaineilleen lukion tiukan tun-
tijaon puitteissa. Monia tärkeitä oppiaineita on kilpai-
lemassa opiskelijan aikaresurssista. Helppoihin ratkai-
suihin ei opiskelijoita pitäisi kannustaa. Ylioppilastut-
kinnon jälkeenkin pitää selvitä.

Hyvää kevään odotusta kaikille!
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Erkki Pehkonen

Suomalaiset 9-luokkalaiset sel-
viytyivät kolmannen kerran (2000, 
2003, 2006) ”mitalisijoille” kan-
sainvälisessä PISA-vertailussa. 
Tässä tarkastellaan matematiikan 
tehtäviä ja tuloksia viimeisessä 
PISA-testissä (2006). Itse PISA-
vertailun toteutus on kuvailtu tar-
kemmin Jari Lavosen Dimensio-
artikkelissa (1/2008), joten sitä ei 
enää toisteta.

Suomalaisten oppilaiden menes-
tyminen vuoden 2000 PISA-ver-
tailussa (ks. Välijärvi & Linnakylä 
2002) oli hämmästyksen aihe useim-
mille suomalaisille etenkin matema-
tiikan ja luonnontieteiden osalta. 
Menestyminen toisessa eli vuoden 
2003 PISA-vertailussa (ks. Kupari 
& Välijärvi 2005), missä matema-
tiikka oli pääosassa, herätti meidät 
kuitenkin uskomaan saavutukseen 
ja miettimään vakavasti menestyk-
sen mahdollisia syitä. Kolmas PI-
SA-tutkimus vuonna 2006 vahvis-
ti edelleen asemamme (ks. Arinen 
& Karjalainen 2007) – suomalaisten 
suoritukset ovat selkeästi kansain-
välisen PISA-vertailun kärjessä.

Sanomalehdissä on kirjoitet-
tu Suomen hyvästä PISA-menes-
tyksestä, jolloin kadunmiehelle on 
syntynyt kuva, että suomalaisilla 
on matematiikka hallussaan. Mut-
ta matemaatikot ovat kuitenkin 
korostaneet, etteivät suomalaisten 
matematiikkataidot ole koulun jäl-
keen kovin kummalliset (esim. As-
tala & al. 2005); SOLMU-lehdes-
sä on muitakin matemaatikoiden 
kirjoituksia. Selityksenä tälle risti-
riitaiselta näyttävälle tilanteelle on 

, Soveltavan kasvatustieteen laitos, Helsingin yliopisto

PISA 2006 matematiikkatulokset – 
olemmeko me voittamattomia?
Sirkku Kupiainen , Koulutuksen arviointikeskus, Helsingin yliopisto

se tosiasia, että matematiikkaa on 
ainakin kolmea eri lajia: Meillä on 
”koulumatematiikka” eli se mitä 
koulussa opetetaan. Siitä poikke-
aa oleellisesti ”korkeakoulumate-
matiikka”; siitä matemaatikot pu-
huvat. Nyt on saatu mukaan kol-
mas laji, ”PISA-matematiikka”, jo-
ta voisi myös sanoa matemaattisen 
perustiedon käyttötaidoksi. Siis-
pä PISA-tulokset osoittavat, että 
suomalaiset nuoret osaavat käyt-
tää matemaattista tietämystään 
(kansalaismatematiikkaa) parem-
min kuin useimpien muiden mai-
den oppilaat. Mutta yhdessä ma-
tematiikan lajissa menestyminen ei 
kuitenkaan takaa hyviä suorituk-
sia toisissa. Lukiossa ja korkeakou-
luissa tulevat esille matemaattis-
ten käsitteiden hallinta ja käyttä-
minen, mikä on aivan eri asia kuin 
PISA-tehtävien vaatimat taidot.

Jokainen PISA-tutkimuksen 
osa-alue – lukeminen, matema-
tiikka ja luonnontieteet – on nyt 
ollut kerran painopistealueena ja 
selvästi muita laajemman tarkas-
telun kohteena. Lienee siis aika 
lähteä selvittämään, mikä suoma-
laisessa opetuksessa voisi selittää 
nyt jo kolmatta kertaa todennetun 
suomalaisoppilaiden muita selvästi 
paremman ja tasaisemman mate-
matiikan käyttötaidon tason. Siksi 
mm. suomalaisoppilaiden menes-
tyksen ja osaamisprofiilin takana 
olevien tekijöiden selittäminen 
(vrt. Pehkonen & Seppälä 2007) 
on tärkeää myös meille, jotta voim-
me edelleen parantaa omaa ope-
tustamme. Muut maat näyttävät 

jo hyväksyneen Suomen jatkuvan 
menestyksen; näitä kannanottoja 
voi lukea esimerkiksi ulkoministe-
riön nettisivuilta (Anon. 2008).

PISA-vertailu
PISA (Programme for International 
Student Assessment) pyrkii arvioi-
maan nuorten tietoja ja taitoja tu-
levaisuuden arjen elämän ja elin-
ikäisen oppimisen vaatimusten nä-
kökulmasta – siis sitä, miten hyvin 
peruskoulun päättövaiheessa olevat 
oppilaat hallitsevat “valistuneelta, 
harkitsevalta kansalaiselta ja kulut-
tajalta” vaadittavat taidot (OECD 
2006, 72). PISA-vertailuissa arvioi-
daan 15-vuotiaiden osaamista kol-
mella pääalueella: lukeminen, ma-
tematiikka ja luonnontieteet. Tar-
kempi kuvaus PISA-vertailun to-
teutuksesta on mm. Lavosen (2008) 
Dimensio-artikkelissa, joten emme 
toista sitä tässä. Sen sijaan keski-
tymme suomalaisoppilaiden menes-
tykseen vuoden 2006 matematiikan 
osa-alueen tehtävissä. Matematii-
kan PISA-testaus ja -tehtävät (mat-
hematical literacy) perustuvat seu-
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raavaan kahdeksaan matemaatti-
seen kompetenssiin: ajatteleminen 
ja päättely, perusteleminen, kom-
munikointi, mallintaminen, ongel-
man asettaminen ja ratkaiseminen, 
tiedon esittäminen, symbolien sekä 
muodollisen ja teknisen kielen ja 
operaatioiden käyttäminen, ja apu-
välineiden käyttäminen (ks. OECD 
2006, 97).

Suuri osa PISA-vertailussa käy-
tetyistä tehtävistä voidaan luoki-
tella kompleksisiin ongelmiin (ks. 
OECD 2006, 74–111). Ne ovat 
nonstandardeja (epätavanomai-
sia) siinä mielessä, ettei sellaisia ole 
useinkaan käsitelty matematiikan 
oppikirjoissa. Kompleksiset ongel-
mat ovat tehtäviä, joissa on annet-
tu lähtötilanne, usein verbaalisena 
kuvauksena, ja joiden ratkaisemi-
nen vaatii ainakin jonkin asteista 
mallinnusta. Komplekseja ongel-
matehtäviä voidaan siis kuvailla 
seuraavilla sanoilla: ’verbaalinen’, 
’tilannepohjainen’, ’mallinnusta 
vaativa’, ’kompleksinen’.

PISAn taustafilosofiaa ja arvi-
oinnin kohteena olevia kompe-
tensseja kuvataan PISA 2006 -
tutkimuksen teoreettisessa viite-
kehyksessä (OECD 2006), jossa 
asiaa konkretisoidaan matematii-
kan osalta 25 esimerkkitehtävän 
avulla (mt, 74–111). Nämä eivät 
kuitenkaan ole samoja, joita oppi-
laat ratkaisivat tällä kertaa, vaan 
ne edustavat aiempien vuosien 
esikokeissa tai varsinaisissa PISA-
tutkimuksissa käytettyjä tehtäviä. 
Vuoden 2006 tehtävät on valittu 
vuoden 2003 tehtävien joukosta, 
mutta niitä ei ole julkistettu, jot-
ta tehtäviä voidaan käyttää myös 
seuraavissa PISA-arvioinneissa. 
Näin eri arviointikertojen tulokset 
voidaan kytkeä toisiinsa mahdol-
listen trendien havaitsemiseksi.

Seuraavassa on esimerkke-
jä PISA-tehtävistä (OECD 2006, 
77–78):

Esimerkki 1. Loma

Tässä tehtävässä on selvitettävä, mikä olisi paras reitti lomamat-
kaa varten. Kuvat A ja B näyttävät karttaa alueesta ja välimatkoja 
kaupunkien välillä.

Kuva A. Kartta kaupunkien välisistä teistä.

Angaz
Kado 550
Lapat 500 300
Mergal 300 850 550
Nuben 500 1300 450
Piras 300 850 800 600 250

Angaz Kado Lapat Megal Nuben Piras

Kuva B. Lyhyin välimatka kaupungista toiseen kilometreissä.

Kysymys 1: Loma
Laske lyhyin välimatka tietä pitkin kaupunkien Nuben ja Kado 
välillä.

Kysymys 2: Loma
Sanna asuu Angaz’issa. Hän haluaa käydä Kado’ssa ja Lapat’issa. 
Hän voi matkustaa enintään 300 km yhdessä päivässä, mutta voi 
keskeyttää matkansa missä tahansa kaupunkien välissä ja yöpyä 
teltassa. Sanna haluaa viipyä molemmissa kaupungeissa kaksi yötä, 
jotta voi kuluttaa yhden päivän katsellen kaupungin nähtävyyksiä. 
Esitä Sannan matkasuunnitelma täydentäen seuraavaan taulukkoon 
paikat, joissa hän yöpyy.

Päivä Yöpyminen
1 Telttapaikka Angaz’in ja Kado’n välissä
2
3
4
5
6
7 Angaz
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Toinen esimerkkitehtävä, jossa 
tulee hyvin esiin PISA-tehtävien ta-
kana olevan filosofian ja tavanomai-
sen opettaja-ajattelun ero, olkoon 
seuraava (ks. OECD 2006, 102):

Esimerkki 2. Etäisyys

Maija asuu kahden kilometrin 
päässä koulusta ja Matti vii-
den kilometrin päässä. Kuinka 
kaukana Maija ja Matti asuvat 
toisistaan?

Kun tämä tehtävä esiteltiin opetta-
jille, monet ehdottivat sen hylkää-
mistä, koska se on liian helppo; heti 
näkee, että vastaus on 3 km. Toinen 
ryhmä opettajia totesi sen sopivan 
huonosti testiosioksi, koska ”siihen 
ei ole vastausta”, ts. yhtä numeerista 
vastausta. Kolmas reaktio oli, ettei 
tehtävä ole hyvä, koska siihen on 
monta mahdollista vastausta; ilman 
lisätietoa ei voi sanoa muuta kuin 
että Maijan ja Matin kotien väli-
matka on jotain kolmen ja seitse-
män kilometrin väliltä. Pieni ryhmä 
opettajia piti kuitenkin tehtävää 
erinomaisena, sillä oppilailla ei ole 
valmista strategiaa sen ratkaisemi-
seen ja heidän on näin käytettävä 
sen ratkaisemiseen aitoa matemaat-
tista ajattelutaitoa.

Vuoden 2006 PISA-tehtävien 
joukossa oli yksi hyvin samanlai-
nen (kuin esimerkki 2), joskin eh-
kä teoreettisempi ja selvemmin 
koulugeometriaa muistuttava teh-
tävä. Vain 9 % suomalaisoppilaista 
vastasi siihen oikein (pojista 11 %, 
tytöistä 8 %), ja kokonaan vastaa-
matta jättäneiden osuus oli poik-
keuksellisen suuri (16 %). Kysei-
nen tehtävä oli toki vaikea myös 
muiden maiden oppilaille, Esi-
merkiksi Sloveniassa, jonka oppi-
laat edustivat tässä tehtävässä Eu-
roopan huippua, tehtävän ratkaisi 
vain hieman yli viidennes oppilais-
ta. Suomalaisoppilaat jäivät yhdes-

sä ruotsalaisten kanssa mukana ol-
leen 32 Euroopan maan joukossa 
sijalle 17. Myös kaikkien OECD-
maiden keskiarvo oli Suomen kes-
kiarvoa korkeampi (12 %). Vaati-
vampaa matemaattista ajattelua 
edellyttävissä tehtävissä on Suo-
men koululaisilla siis vielä selkeäs-
ti parantamisen varaa.

Useassa maassa on ensimmäis-
ten PISA-tutkimusten jälkeen 
ryhdytty liittämään tämäntyyppi-
siä tehtäviä osaksi koulumatema-
tiikkaa. Tämä ei yleensä vaadi ope-
tussuunnitelmien tarkistusta, vaan 
ainoastaan niiden periaatteiden ja 
tavoitteiden uudenlaista tulkintaa. 
Esimerkkinä mainittakoon Saksa, 
jossa on julkaistu jo pari vuotta sit-
ten opettajille suunnattu kirja, jos-
sa on runsaasti PISA-tyyppisiä on-
gelmanratkaisutehtäviä ja liitteenä 
CD-levy, jolla on lisää materiaalia 
(ks. Blum & al. 2006). Avoimeksi 
jää, kumpi selitys osuu kohdalleen: 
Onko kyse siitä, että matematiikan 
on huomattu jäävän oppilaille lop-
pujen lopuksi vieraaksi ja heidän 
kykynsä soveltaa siinä opetettavia 
tietoja ja taitoja arkipäivän tilan-
teisiin heikoksi, vai siitä, että maat 
haluavat nostaa sijoitustaan tämän 
hetken merkittävimmässä kan-
sainvälisessä vertailututkimukses-
sa? Todennäköisesti tällainen ope-
tuksen kehittäminen palvelee kui-
tenkin molempia tavoitteita.

Suomalaisoppilaiden osaaminen
Kuten vertailututkimuksissa on ta-
pana, esitämme aluksi kaikkien PI-
SA-tutkimukseen osallistuneiden 
maiden tulokset matematiikan osa-
alueella (taulukko 1). Tulokset on 
esitetty edellisten PISA-tutkimus-
ten tapaan käyttäen asteikkoa, jos-
sa OECD-maiden keskiarvoksi on 
määritelty 500 ja hajonnaksi 100. 
Suomalaiskoululaisten saavuttama 
pistemäärä on 548, kun OECD-kes-
kiarvo on 498. Pieni ero keskiarvos-

sa johtuu siitä, että vuoden 2006 
tulokset on kalibroitu vastaamaan 
edellisen matematiikkaan painottu-
neen tutkimuskierroksen tuloksia. 
Suomi on siis edelleen jaetulla yk-
köspaikalla, sillä neljän parhaiten 
menestyneen maan välillä ei ole 
tilastollista eroa.

Taulukosta 1 voidaan myös 
nähdä, että Suomen koululaisten 
osaaminen on selkeästi edellä mui-
den Pohjoismaiden tuloksia. Tans-
ka, Islanti ja Ruotsi sijoittuvat hie-
man OECD-maiden keskiarvon 
yläpuolelle ja Norja hieman sen 
alapuolelle. Selvästi muita parem-
paa osaamista ovat OECD-maiden 
joukossa osoittaneet Suomen lisäk-
si Korean, Alankomaiden, Sveitsin 
ja Kanadan koululaiset. Suomalai-
soppilaiden osaamisen korkeaa ta-
soa osoittaa myös se, että mukana 
olleen 32 Euroopan valtion joukos-
sa suomalaisoppilaat olivat parhai-
ta 23 tehtävän kohdalla ja kuului-
vat lisäksi viiden parhaan jouk-
koon 18 tehtävässä; so. yhteensä 
85 % tehtävistä. Heikoin sijoitus 
oppilaillamme oli sijaluku 17 kah-
dessa tehtävässä.

Matematiikan tehtäviä oli kaik-
kiaan 48. Toteutuksessa eri osa-
alueiden tehtävät oli kierrätet-
ty ryväksinä 12 eri vihkoon, jotta 
mikään tehtäväkokonaisuus ei oli-
si kärsinyt kiireestä tai muista häi-
riötekijöistä muita enemmän. Vain 
osa oppilaista sai kuitenkin sellai-
sen tehtävävihkon, jossa oli mate-
matiikan tehtäviä vain puolet tai 
neljännes koko tehtävämäärästä. 
PISA-tehtävät on luokiteltu niin 
vastaustyypin, matemaattisen si-
sällön kuin vaadittavan matemaat-
tisen taidon mukaan. Kaiken kaik-
kiaan kuhunkin tehtävään vastasi 
noin 1400 oppilasta eli neljäsosa 
arviointiin osallistuneista. Kukin 
vastaus on arvioitu joko oikeaksi 
tai vääräksi, joskin osassa tehtäviä 
on myös annettu osittaiset pisteet 
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Taulukko 1. Matematiikan suorituspisteiden keskiarvot (Arinen & Karjalainen 2007, 32).

vastauksesta, joka on oikean suuntainen, mutta ei kai-
kin puolin täytä vaatimuksia. Näin oli muun muassa 
edellä (esimerkin 2 jälkeen) mainitussa geometrian 
tehtävässä.

Hieman alle puolet tehtävistä oli joko perintei-
siä monivalintatehtäviä tai kolmen/neljän tehtävä-

johdantoon liittyvän väitteen oikea/väärä –valin-
toja; jälkimmäiset osoittautuivat edellisiä hieman 
vaikeammaksi. Noin neljäsosassa tehtävistä kysyttiin 
pelkästään oikeaa vastausta (yleensä tämä oli suhteel-
lisen yksinkertaisen laskutoimituksen tuloksena saatu 
luku tai valmiiseen kuvaajaan piirrettävä käyrä), kun 
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taas neljäsosassa tehtäviä oppilas-
ta pyydettiin myös osoittamaan, 
miten tulos on saavutettu. Näistä 
useimman kohdalla on suoritusten 
arvostelussa kuitenkin jälkikäteen 
päätetty joustaa, ja tehtävästä on 
saanut täydet pisteet, vaikka seli-
tystä ei ole annettu. Menestys on 
siis harvoin ollut kiinni oppilaan 
kyvystä perustella vastaustaan ma-
temaattisesti.

Sisällön suhteen tehtävät on 
luokiteltu sekä matemaattisen 
alansa mukaan: luvut, geometria, 
funktiot, todennäköisyys, tilastot, 
algebra ja ”diskreetti matematiik-
ka”, että vuoden 2003 PISA-tut-
kimuksen tapaan hieman suurem-
piin kokonaisuuksiin jaoteltuna: 
”tila ja muoto”, ”muutos ja suh-
de”, ”määrä” sekä ”epävarmuus”. 
Valtaosa tehtävistä jakautuu var-
sin tasan lukujen, geometrian ja 
tilastojen kesken, eikä niiden jou-
kossa ole kuin yksi suomalaisoppi-
laille usein ongelmalliseksi osoit-
tautunut algebran tehtävä. Tämä 
olikin edellä mainitun geometrian 
tehtävän ohella ainoa, jossa suo-
malaisoppilaiden ratkaisuprosentti 
jäi alle 10 %.

Tehtävät on lisäksi luokiteltu 
tehtäväkontekstin mukaan henki-
lökohtaisen elämän alueelle, kou-
lumaailmaan, julkiselle alueelle, 
tieteeseen sekä matematiikan si-
säiseen maailmaan kuuluviin. Teh-
täväkonteksti ei näytä olevan ko-
vin merkitsevä tekijä lukuun otta-
matta niitä tehtäviä, joiden arvi-
oidaan olevan muita lähempänä 
kouluopetukselle tyypillisiä tehtä-
viä (kuten edellä mainittu geomet-
ria) sekä niitä, joiden kontekstin 
on tulkittu olevan ”tieteellinen”. 
Jälkimmäinen tarkoittaa useimmi-
ten esitysmuotoa, joka on tuttu sa-
nomalehdissä raportoitavista tut-
kimustuloksista.

Koska tulosten tarkastelu taulu-
kossa 1 esitetyn pistemäärän avull-

la ei vielä kerro kuin suomalais-
koululaisten PISA-matematiikan 
osaamisen kokonaistason suhtees-
sa muiden maiden oppilaisiin, tar-
kastelemme tässä tuloksia OECD-
keskiarvon sijaan tehtävien rat-
kaisuprosenttien avulla. Vaikka 
varsinaiset testitehtävät jäävätkin 
salaisiksi, auttanee tämä jossain 
määrin vertaamaan suomalaisop-
pilaiden PISA-menestystä opetus-
suunnitelmaa selvemmin heijasta-
viin opetushallituksen arviointei-
hin, jos oheislukemistona käyte-
tään OECD:n sivuilta löytyviä esi-
merkkitehtäviä. Käytämme myös 
vertailuryhmänä kaikkien OECD-
maiden sijaan vain Euroopan mai-
ta, mikä tuonee tulokset hieman 
lähemmäs meille tunnettuja kou-
lujärjestelmiä ja -kulttuureita. On 
kuitenkin huomattava, että tulok-
set vaihtelevat huomattavasti myös 
Euroopan sisällä. Esimerkiksi Poh-
joismaiden ja läntisen Euroopan 
keskimääräinen ratkaisuprosentti 
on 51 %, kun se taas Mustanme-
ren rantavaltioissa Bulgariassa ja 
Romaniassa on vain 31 %.

Suomalaisoppilaat ovat ratkais-
seet kaikista tehtävistä oikein kes-
kimäärin 59 % vaihteluvälin olles-
sa 9 % – 98 %. Kaikilta osin ei kui-
tenkaan ole helppoa eritellä, mikä 
on tehnyt jotkin tehtävät oppi-
laille muita vaikeammiksi tai hel-
pommiksi. Menestykseen näyttä-
vät vaikuttavan niin tehtävätyyppi 
(monivalinta / avovastaus) ja teh-
tävänannon selkeys kuin varsinai-
nen tehtävän vaatima matemaatti-
nen päättely tai raaka laskeminen. 
Esimerkiksi ”epävarmuus”-alueen 
11 tehtävästä peräti 8 on moniva-
lintatehtävää, kun taas ”muutos ja 
suhteet”-alueen 13 tehtävästä 7 
vaativat avovastauksen. Tehtävä-
tyypin osalta oppilaat ovat menes-
tyneet selvästi heikoimmin niis-
sä tehtävissä, joissa heitä on pyy-
detty perustelemaan vastauksen-

sa (44 %) – vaikka siis useimmis-
sa tehtävissä on lopulta hyväksytty 
myös pelkkä vastaus.

Tehtäväsisällön mukaan tarkas-
teltuna lähes joka ryhmästä löytyy 
niin huomattavan tasaisesti ja hy-
vin osattuja tehtäviä kuin selväs-
ti vaikeammaksi osoittautuneita. 
Tämä saattaa kuitenkin heijastaa 
ennemminkin tehtävänantoon tai 
vastaustyyppiin liittyviä tekijöitä 
kuin oppilaiden taitoja kyseisellä 
matematiikan osa-alueella. Parhai-
ten on osattu funktioiden alueelle 
ja numeraalisiksi luokitellut teh-
tävät (71 % ja 67 %), jotka ovat 
usein monivalintaan tai lyhyeen 
vastaukseen perustuvia. Heikoim-
min osattiin testin ainoa algebran 
tehtävä (9 %) sekä ”diskreetin-” 
ja tilastomatematiikan piiriin lue-
tut tehtävät (51 % ja 54 %). PISA:
n oma sisällöllinen luokittelu näyt-
tää löytävän suomalaiskoululaisten 
osaamisen rakenteen yleisiä mate-
matiikan alueita paremmin ainakin 
tulosten tasasuuden valossa. Par-
haiten on osattu määrälliselle alu-
eelle asettuvissa tehtävissä (68 %) 
ja heikommin alueille ”tila ja muo-
to” sekä ”epävarmuus” sijoittuvissa 
tehtävissä (molemmat 53 %).

Tehtävätyyppien väliset erot 
ovat ilmeisimmät, kun tarkaste-
lukulmana on tehtävän vaatiman 
osaamisen luonne. Suomalaisoppi-
laiden ehdoton vahvuus on tuotta-
misen (reproduction) alueella, jolla 
12 tehtävän keskimääräinen rat-
kaisuprosentti on peräti 81 %. Tie-
don yhdistämistä (connections) vaa-
tivat tehtävät ovat osoittautuneet 
jo selvästi vaikeammiksi (59 %) ja 
heikoimmin (42 %) on osattu teh-
tävissä, jotka vaativat tehtävässä 
annetun tiedon syvällisempää poh-
dintaa (reflection). Tämä tehtävä-
ryhmä on kuitenkin osin tuloksil-
taan heterogeeninen: siihen sijoit-
tuu sekä tehtävä, jossa suomalai-
soppilaiden ratkaisuprosentti on 
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83 %, että molemmat niistä tehtä-
vistä, joiden ratkaisuprosentti jäi 
alle 10 %. Koulun matematiikan-
tehtäviä lähellä oleviksi luokitel-
luissa tehtävissä ratkaisuprosentti 
on 59 % ja sanomalehtien tutki-
mustuloksien raportointia jäljitte-
levissä ”tieteelliseen” kontekstiin 
luokitelluissa 56 %.

Tyttöjen ja poikien väliset erot
Tyttöjen ja poikien välinen ero PI-
SA-matematiikan osaajina ei ole 
suuri. Yli puolet tehtävistä on sel-
laisia, joissa sukupuoliero jää varsin 
vähäiseksi, jos kriteerinä käytetään 
arjesta tuttua 10 % erottelukynnys-
tä (toisen ryhmän tuloksen tulee ol-
la vähintään 10 % parempi kuin toi-
sen). Pojat ovat tyttöjä parempia 16 
tehtävässä ja tytöt poikia parempia 
viidessä. Poikien paremmuus osuu 
usein keskimääräistä vaikeammak-
si osoittautuneisiin tehtäviin, ja ero 
on heidän kohdallaan yleensä suu-
rempi (30 % vs. 17 %). Tehtävätyy-
pin mukaan tarkasteltuna poikien 
paremmuus on ilmeisintä komp-
leksisissa monivalintatehtävissä ja 
avointa vastausta vaativissa tehtä-
vissä. Tytöt taas menestyvät poikia 
paremmin usein lyhyttä avovasta-
usta vaativissa tehtävissä.

Tehtäväalueittain tarkasteltu-
na poikien paremmuus on erityi-
sen selvää testin ainoassa algeb-
ran tehtävässä (13 % vs. 7 %) se-
kä tilastollisissa tehtävissä, mutta 
se on ilmeistä myös funktioiden ja 
geometrian kohdalla. Tytöt myös 
osoittautuivat poikia paremmak-
si vain yhdessä ”muodon ja tilan” 
alueelle osuvasta 11 tehtävästä, 
kun pojat ovat tyttöjä parempia 
neljässä. ”Muutoksen ja suhtei-
den” 13 tehtävän kohdalla vastaa-
va suhde on tyttöjen yksi vs. poi-
kien viisi paremmin osattua teh-
tävää. ”Määrän” alueelle lukeutu-
vissa tehtävissä tytöt ovat poikia 
useammin parempia (3 : 1), mut-

ta valtaosassa ryhmään kuuluvista 
tehtävistä eroa ei ole tai se jää alle 
tässä kriteerinä käytetyn 10 % ra-
jan. Sukupuoliero on selvin tilas-
tolaskujen tai todennäköisyyden 
alueille sijoittuvien ”epävarmuus” 
-tehtävien kohdalla, missä pojat 
ovat tyttöjä parempia peräti kuu-
dessa tehtävässä yhdestätoista ja 
ero on keskimäärin yli 30 %.

Suomalaisoppilaille helpom-
miksi osoittautuneista ”tuottamis-
tehtävistä” vain yhdessä on 10 % 
kriteerin ylittävä sukupuoliero (ty-
töt 64 %, pojat 58 %). ”Yhteyksi-
en” käsittelyä vaativasta 23 tehtä-
västä pojat ovat ratkaisseet tyttöjä 
useammin oikein seitsemän ja tytöt 
poikia useammin kaksi (ero poiki-
en kohdalla 20 %, tyttöjen 10 %). 
Vaativimmista pohdintaa vaativis-
ta tehtävistä (reflection) vain kah-
dessa kolmestatoista tehtävästä ei 
ollut sukupuolieroa. Poikien tulos 
oli tyttöjä parempi yhdeksässä teh-
tävässä (ero keskimäärin 37 %) ja 
tyttöjen poikia parempi kahdessa 
(ero 27 %). Pojat menestyivät tyt-
töjä paremmin myös kolmessa seit-
semästä ”koulukontekstiin” sijoit-
tuvasta tehtävästä, kun taas ”tie-
teelliseen” kontekstiin sijoittuvissa 
molemmat olivat toisiaan parempia 
kahdessa ryhmän 12 tehtävästä.

Yrittäminen
Eräs suomalaiskoululaisten menes-
tykselle tyypillinen ja sitä tukeva 
piirre kaikilla PISA-tutkimuksen 
osa-alueilla ja kaikilla tutkimus-
kerroilla on ollut vastaamatta jä-
tettyjen osioiden vähäinen mää-
rä (7 %). Vain Alankomaissa ovat 
oppilaat ainakin nyt vuoden 2006 
matematiikan tehtävissä olleet vie-
lä selvästi tunnollisempia vastaa-
jia (vain 4 % jätetty vastaamatta). 
Vastaamatta jättäminen on ainakin 
suomalaisoppilailla selvä indikaat-
tori vaikeaksi koetusta tehtäväs-
tä. Siinä missä vastaamattomuus 

jää helppojen numeraalisten teh-
tävien kohdalla usein alle yhden 
prosentin (27 % kaikista tehtävis-
tä), on se muutaman vaikeimman 
– tai sellaiselta näyttävän – tehtä-
vän kohdalla yli 20 %. Näyttää siis 
siltä, että yksi suomalaisoppilaiden 
vahvuus on suhteellisen peloton 
tarttuminen uudenlaisiin tehtäviin 
– kunhan ne eivät näytä liian ”ma-
temaattisilta”.

Loppupohdinta
Suomi on nyt kolmannen kerran 
pysynyt kärjessä PISA-vertailussa. 
Muut maat pyrkivät parhaansa mu-
kaan suuntaamaan ja kehittämään 
omaa kouluopetustaan tavalla, jo-
ka tukisi heidän menestystään tässä 
ehdottomasti tärkeimmäksi nous-
seessa kansainvälisessä vertailussa. 
Tähän liittyvät myös monet ulko-
maisten asiantuntijaryhmien vie-
railut Suomessa tutustumassa mei-
käläisen kouluopetuksen toteutuk-
seen. Jos Suomen halutaan pysyvän 
johtoasemassa myös jatkossa, olisi 
myös meidän kehitettävä edelleen 
(tehostettava) koulumatematiikan 
opetusta ja osaamista etenkin niil-
lä osa-alueilla, joilla suomalaisten 
koululaisten osaaminen on ollut ja 
on myös nyt suhteellisesti heikoin-
ta. Tällaisia ovat muun muassa sy-
vällisempää pohdintaa ja vastauk-
sen matemaattista perustelemista 
vaativat tehtävät. Matematiikan 
opetuksessa olisi siis kiinnitettä-
vä entistä enemmän huomiota op-
pilaiden matemaattisen ajattelun 
ja ymmärryksen parantamiseen ja 
edistämiseen.

Vaikka suomalaiset oppilaat ovat 
olleet huipputasoa kaikissa kolmes-
sa PISA-vertailussa (2000, 2003, 
2006), niin myös parhaiden oppilai-
den matemaattisissa tiedoissa ja eri-
tyisesti matemaattisessa ajattelussa 
näyttää olevan vakavia puutteita. 
Tämä tulee näkyviin sekä edellä esi-
tetyissä PISA-tehtävien tuloksissa 
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että aiemmissa tutkimuksissa, joil-
la on pyritty selvittämään esimer-
kiksi lukukäsitteen ymmärtämisen 
tasoa niin oppilaiden (ks. Hannu-
la & al. 2006, Hellinen & Pehko-
nen 2008) kuin opettajiksi opis-
kelevien joukossa (ks. Merenluoto 
& Pehkonen 2002). Myös yleisem-
mässä käsitteellisessä ymmärtämi-
sessä ja matemaattisessa ajattelussa 
on tutkimuksessa havaittu joillakin 
oppilailla olevan suuria puutteita 
(ks. Huhtala 2000). Samoin Me-
renluodon (2001) tulokset lukio-
laisten käsitteellisestä muutoksesta 
matematiikassa viittaavat selkeästi 
puutteelliseen siirtymään luonnol-
lisista luvuista reaalilukuihin; mm. 
oppilaat pyrkivät siirtämään luon-
nollisille luvuille ominaisen seuraa-
jan käsitteen myös reaalilukuihin 
(vrt. myös Merenluoto & Pehko-
nen 2002).

Menestys kansainvälisessä ver-
tailussa ei tietenkään ole itseisarvo, 
joten myös PISA-tehtäviin ja -tu-
loksiin on syytä suhtautua kriitti-
sesti. PISA-tutkimuksen teoreetti-
sessa viitekehyksessä ovat kuiten-
kin vahvasti näkyvissä monet sellai-
set tavoitteet, jotka on kirjattu suo-
malaiseen opetussuunnitelmaan jo 
peruskoulun alkuvuosista lähtien 
(vrt. Anon. 1970). Tilanne ei ole 
tältä osin muuttunut, ja nykyisen 
opetussuunnitelman puitteissa voi-
taisiin hyvin käyttää koulumatema-

tiikan opetuksessa taitavasti komp-
leksisia ”PISA-tyyppisiä” ongelma-
tehtäviä oppilaiden ymmärtämisen 
edistämiseksi ja sen tason nostami-
seksi. Tällöin on ensisijaisen tärke-
ää opettajien herkistyä oppilaiden 
ajattelulle, ts. koettaa ymmärtää ja 
sisäistää se, miten oppilaat ajatte-
levat ja ymmärtävät matematiik-
kaa. Näin voitaisiin kiinnittää pa-
remmin huomiota niihin keinoihin, 
joilla opettajat voivat edistää oppi-
laiden ymmärtämisen kehittymis-
tä. Tällaisia menetelmiä ovat esim. 
mietintäajan antaminen ongelma-
tehtävissä oppilaille (osa tehtä-
västä kotiin mietittäväksi), ratkai-
sukeinoista keskusteleminen se-
kä pienryhmissä että koko luokan 
puitteissa ja ennen kaikkea oppilai-
den aito kuunteleminen, jossa pa-
neudutaan ymmärtämään oppilai-
den omaa ajattelua.
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Karinin työpajan otsikkona oli: 
”Apua! Matikka jarruttaa”. Työpajassa tutustuttiin 
lukion tukikurssin sisältöihin ja työtapoihin. Teemoina 
olivat pinta-ala, neliöjuuri, Pythagoraan lause, trigono-
metria ja suora koordinaatistossa. Välineenä näiden 
kaikkien konkretisoinnissa oli geolauta. Neliön pin-
ta-alaa, sivun pituutta ja neliöjuuren käsitettä havain-
nollistettiin seuraavalla tehtävällä: ”Rajaa geolaudalle 
neliö, jonka pinta-ala on 16 ruutua. Rajaa äskeisen neliön 
sisälle neliö, jonka pinta-ala on puolet edellisen neliön pin-
ta-alasta. Jatka näin niin kauan kuin se on mahdollista. 
Tee sitten taulukko, jonka toisena sarakkeena on neliön 
pinta-ala ja toisena neliön sivun pituus.”

Kuva 1. Vasemmanpuoleinen yllä olevista kuvista liittyy 
esitettyyn tehtävään, mutta kuinka oikeanpuoleinen tehtävä 
liittyykään lukuun 17 ? 

Sokerina pohjalla Karin esitti syksyn 2007 pitkän 
matematiikan ylioppilaskoetehtävän:

” Osoita, että luku n3 – n on jaollinen luvulla 6, kun n 
on luonnollinen luku”

Tehtävä on kaunis mutta osoittautui monelle op-
pilaalle vaikeaksi. Ratkaisun ensimmäinen vaihe  
n³  –  n = n · (n² − 1) = n · (n + 1) · (n − 1) onnistui 
yleensä. Toinen vaihe (n − 1) · n · (n + 1) enteili jo rat-
kaisua, mutta johtopäätöksen tekeminen ei välttämät-
tä onnistunut. Oppilaat kyllä tiesivät, että joka toinen 

Eijan työpajassa otsikolla ” Mikä ihmeen x?” 
tutustuttiin välineillä tuettuihin tehtäväsarjoi-

hin, joilla muuttujan käyttö pyritään saamaan ymmär-
rettäväksi. Yksi teemoista oli muuttujan käyttäminen 
säännönmukaisuuden ilmaisemisessa. Tehtäväsarja 
”Lukujonoja ja kuvioita” liittyi tähän teemaan. Se on 
laadittu peruskoulun syventäväksi tehtäväksi, mutta 
jokainen a-kohta soveltuu myös heikommin suoriutu-
ville. Sama tehtäväsarja on käyttökelpoinen varmasti 
myös lukiossa. 

Lukujonoja ja kuvioita

Esimerkki: 
Lukujonon 3, 6, 9, … lukuja voidaan havainnollistaa 
kuvioilla niin, että kuviojonosta näkee, että kyseessä 
ovat kolmella jaolliset luvut.

1. 
(1 ∙ 3)

2. 
(2 ∙ 3)

3. 
(3 ∙ 3)

Konkretisoinnin voima
Karin Kairavuo ja Eija Voutilainen

– työpajaterveisiä Maolin syyspäiviltä

Työpajojemme tavoitteena oli antaa esimerkkejä siitä, miten toiminnallisilla työtavoilla ja konkreettisilla 
välineillä voi orientoitua uusiin käsitteisiin, katsoa jo opittua uudesta näkökulmasta sekä vahvistaa ja 
syventää ymmärtämistä.

Tehtävä 1.
a)	 Perustele kuvioilla, miksi lukujonon 2, 4, 6, 8, …  

lukuja sanotaan parillisiksi.
b)	 Mikä on a-kohdan lukujonon sadas luku?  

Entä luku, jonka järjestysluku on n?
c)	 Kuinka mones lukujonon luku on 2002?

Tehtävä 2.
a)	 Perustele kuvioilla, miksi lukujonon 1, 3, 5, 7, …  

lukuja sanotaan parittomiksi. 
b)	 Mikä on a-kohdan lukujonon sadas luku?  

Entä luku, jonka järjestysluku on n? 
c)	 Kuinka mones a-kohdan lukujonon  

luku on 501?

Tehtävä 3.
a)	 Perustele kuvioilla, miksi lukujonon 1, 4, 9, 16, … 

lukuja sanotaan neliöluvuiksi. 
b)	 Mikä on a-kohdan lukujonon yhdestoista luku?  

Entä luku, jonka järjestysluku on n?
c)	 Kuinka mones a-kohdan lukujonon luku on 12321?
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luonnollinen luku on parillinen eli jaollinen kahdel-
la. Toblerone−rasian (Kuva 2) ympärille kierretty pe-
räkkäisten luonnollisten lukujen lukunauha näyttää 
mielenkiintoisella tavalla sen tosiasian mitä edellises-
tä vaiheesta vielä puuttuu: Kolmesta peräkkäisestä 
luonnollisesta luvusta yksi on aina jaollinen kolmella.  
Joten koska (n − 1) · n · (n + 1) on kolmen peräkkäi-
sen luonnollisen luvun tulo, sen luvuista yksi on jaol-
linen kolmella ja ainakin yksi on jaollinen kahdella,  
joten tulo on jaollinen kuudella.

P.S. Karin tutustui ja ihastui Toblerone-ideaan syksyllä 
2000 kurssilla, jonka opettajina toimivat unkarilaiset 
Neményi Eszter ja Szendrei Julianna. 

Listing 200 vuotta 	 Kari Mikkola

Johann Benedict Listing syntyi Frankfurt am Mai-
nissa 25.7.1808 ja kuoli Göttingenissä 24.12.1882. 

Hän oli Gaussin oppilas ja työtoveri toimien fysiikan 
professorina Göttingenissä. Listing kehitti ensim-
mäisenä matematiikan termin topologia ja ansaitsee 
jo siksikin tämän kirjoituksen, mutta kokonaisuu-
dessaan Listingin saavutukset ovat paljon laajempia. 
Saavutustensa ja suhteellisen tuntemattomuuten-
sa perusteella häntä voitaisiin kutsua unohdetuksi 
tieteen suurmieheksi.

Listing voitaisiin muistaa esimerkiksi maapallon 
muodon geoidiksi nimeämisestä. Vuonna 1858 hei-
näkuussa hän keksi ns. Möbiuksen nauhan muuta-
ma kuukausi ennen Möbiusta ja myös julkaisi löy-
tönsä Möbiusta ennen. Hän käytti miljoonasosille 
nimitystä mikron ja tutki sokerin määritystä dia-
beetikon virtsasta. Fysiologisessa optiikassa tunne-
taan Listingin laki liittyen silmän kääntymiseen. 
Hän määritteli lukuisia optiikan ja matematiikan 
termejä. Listing myös yleisti Eulerin monitahokas-
kaavan. Hänen työtään voidaan pitää solmuteori-
an alkuna.

Listing oli lisäksi taitava piirtäjä. Hän piirsi töi-
hinsä kauniita kuvia elävöittämään teoksiaan. Esi-
merkiksi Listingin piirtämiä kuvia opettajastaan 
Gaussista on löydettävissä internetistä hakusanoil-
la ”Gauss + Listing”. Vuoden 1847 teos Vorstu-
dien zur Topologie oli ensimmäinen julkaisu, jossa 
esiintyi termi topologia Riemannin ja Gaussin käyt-

Kuva 1. 
Kierrätysmerkki on 
Möbiuksen nauha,  
vai pitäisikö sanoa  
”Listingin nauha”.

Kuva 2. Yhdellä viivanvedolla piirrettävä Listingin kuvio.

tämän analysis situs -termin sijasta. Listing oli käyt-
tänyt topologia-termiä jo aiemmin vuodesta 1836 
kirjeenvaihdossaan entisen opettajansa kanssa.

Kuva 2. on em. teoksesta. Tämä kuvio voidaan 
piirtää yhdellä viivanvedolla. 

Mikäli Jaakon päivän kylmien kivien heitte-
lyn seuraaminen uimarannalla kyllästyttää, synty-
mäpäiväsankarin 200-vuotisjuhlien (ja ”Listingin 
nauhan” 150-vuotisjuhlien) kunniaksi rannan hie-
kalle voi piirtää kyseisen kuvan, yhdellä kepinve-
dolla tietenkin.

Kuva 2.
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