Matemaattis-

& luonnontieteellinen
aikakauslehti

72. vuosikerta \

2108

2 A
: L kMO
BT Ay -
- ) S '.II l"rj ’ -
‘lgu;%-ﬂ#m_

N
Irtonumero,




Matemaattis-

| |
I m e ns I U luonnontieteellinen
aikakauslehti

72. vuosikerta

2/2008

5  Paskirjoitus
Irma lho

6 MAOL:n hallitus vuonna 2008
Leena Mannila

8  VYiioppilaskirjoitukset ja opettajan tyémazrin korvaaminen
Irma Iho

10 PISA 2006 matematiikkatulokset — olemmeko me voittamattomia?
Erkki Pehkonen ja Sirkku Kupiainen

17 Konkretisoinnin voima
Karin Kairavuo ja Eija Voutilainen

19 Ha-ha-matematiikkaa kerhoty6sss
Pavel Shmakov

23 Pelastakaamme polynomien jakolasku
Lauri Kuurne

25 Ideaa koulumatematiikkaan
Seija Hassinen

27 Matemaattisesti lahjakkaat ja kulttuuri: Osa 2
George Malaty

34 Tie optiikan maailmaan - opetuspaketti
Jarmo Sirvid ja Pentti Karioja

35 Max Planck 150 vuotta 23.4.
Kari Mikkola

37 Tutkimusartikkeli: Tehokas matematiikanopetus
Erkki Pehkonen ja Raimo Kaasila

42 Luonnontieteelliseen osaamisen tekijoita
Pasi Reinikainen

47  Sinkin monet kasvot
Marika Nieminen

49 Kurkistuksia Fibonaccin lukujen maailmaan: Osa 2
Kari Mikkola

52 Paljonko on viisi kertaa enemman?
Jukka Kohonen

57 Kuluttajasta tuottajaksi — sosiaalisen median ilmiét
Petteri Kangas ja Maria Antikainen

60 Steriilit neutriinot astrofysiikassa
Minja Hanninen

63 Fysiikan ja kemian toimikunta
Jouni Bjérkman

64 Vuoden opettaja
Irma Parkkila

67 Pulmasivu

Kansikuva: Timo Suvanto. Pitkdlld valotusajalla otettuun kuvaan on osunut
tihdenlento. Kuinka kirkas se on? Enemmdin sivulla 31.

4 |Dimensio 2/2008

JULKAISIJA:

Matemaattisten Aineiden

Opettajien Liitto MAOL ry
Rautatielaisenkatu 6, 00520 Helsinki

PAATOIMITTAJA
Leena Mannila
Puh. 050 367 3421

VASTAAVA PAATOIMITTAJA
Irma Iho
Puh. 050 302 1589

TOIMITUSSIHTEERI:
Jarkko Narvanne
Puh. 050 523 2768
dimensio@maol.fi

PAINO:

Forssan Kirjapaino Oy
ISSN 0782-6648
ISO 9002

TILAUKSET JA
OSOITTEENMUUTOKSET:
MAOQOL:n toimisto

Puh. (09) 150 2338

TILAUSHINTA:
Vuosikerta 45 €, irtonumero 10 €,
iimestyy 6 numeroa vuodessa

TOIMITUSKUNTA:

Leena Mannila, pj,

Kalle Juuti, Pasi Ketolainen,

Jari Koivisto, Hannu Korhonen,
Marika Nieminen, Juha Oikkonen,
Marjut Ojala, Maija Rukajarvi-Saarela,
Kaisa Vahahyypp3, Maria Vanska,
Jarkko Narvanne, siht.

NEUVOTTELUKUNTA:
prof. Maija Ahtee

FT Maija Aksela
op.neuvos Marja Montonen
prof. Kaarle Kurki-Suonio
prof. Aatos Lahtinen

prof. llpo Laine

prof. Tapio Markkanen
rehtori Jukka O. Mattila
prof. Esko Valtaoja

prof. Erkki Pehkonen
joht. Kari Purhonen

prof. Pekka Pyykko

prof. Jorma Merikoski
toim.joht. Hannu Vornamo



Paakirjoitus

IRMA IHO, Hallituksen puheenjohtaja

Yiioppilastutkinnon

rakenne vakiintunut

sot rakenteelliset muutokset ylioppilastutkinnossa

ovat vakiintuneet. Kokemuksia on jo seki ruotsin

kielen valinnaisuudesta etti yksittiisten reaaliai-
neiden kokeista terveystietoa my6ten. Toista kotimais-
ta kielti kirjoitettiin valinnaisena ensimmaisti kertaa
kevailli 2005 ja reaaliaineita terveystietoa lukuun ot-
tamatta keviilli 2006. Kysymyksii on herittinyt myds
ylioppilastutkinnon rakenteellisten muutosten vaiku-
tus matematiikan kokeen suorittamiseen.

Pitkin matematiikan kokeeseen osallistuvien m#é-
rd on pysytellyt pitkdin vakiona, noin 12 000:ssa.
Odotettua lisdysti ei tullut ruotsin valinnaisuuden
myotd eikd LUMA — tavoitetta ole saavutettu. Lyhyt-
t4 matematiikkaa kirjoitetaan entisti enemmin syk-
syll4 ja keviin kokeeseen osallistujien miira onkin
laskenut roimasti tini keviini. Onneksi kokonaan
matematiikan kokeeseen osallistumattomien miira
ei ole kovin suuri. Voisihan se pienempikin olla, kos-
ka on kysymyksess# perustaito.

Suurin muutos on tapahtunut fysiikassa ja kemi-
assa. Positiivista on se, ettd suuri osa viimeisille kurs-
seille osallistuneista osallistuu ylioppilaskokeeseen.
Pelko, etté vain parhaimmat osallistuisivat, oli turha.
Huonona uutisena on se, etti liian vihin opiskelijoi-
ta osallistuu viimeisille kursseille.

Tiamin keviin kokeeseen ilmoittautui 5 066 fyy-
sikkoa ja 4 123 kemistid. Fysiikan osuus on 12 % ja
kemian 10 % reaaliaineiden kokeisiin ilmoittautu-
neiden mééristd. Nami prosenttiosuudet niyttivit
kauniilta ja ovat samaa luokkaa kuin historian, terve-
ystiedon ja yhteiskuntaopin. Tulokset muuttuvat ru-
memmiksi, kun otetaan huomioon se, etti reaaliainei-
den kokeisiin osallistutaan syksyisin runsaasti. Tamé
ei koske fysiikkaa lainkaan, silli harva koulu jirjestii
kurssitarjottimen niin, etti kirjoittaminen olisi edes
mahdollista. Kemiaankin osallistutaan varsin vihin.

Esimerkiksi syksylld 2007 osallistui fysiikan kokeeseen
629, kemian kokeeseen 1 440, maantieteeseen 2 860
ja historiaan 3 734 kokelasta. Korottajat on jo lasket-
tu mukaan. Terveystiedon saldo on 8 073, kun syksy
ja kevit lasketaan yhteen. Terveystiedon kokeeseen
osallistuvien miira herittinee monia kysymyksii.

Sill4 ei tietenkéin ole suurta merkitystd, miki on
matemaattisten aineiden kirjoittajien méiérian suh-
de muiden oppiaineiden kirjoittajien mairisn. Silld
on merkitysti, etté lukio tuottaa noin 12 000 pitkin
matematiikan kirjoittanutta ja noin 5 000 fysiikan ja
kemian kokeen lipiissytta. Téstd médristd pitid riit-
t44 kaikkien korkeakouluihin tarpeisiin. Helposti voi
laskea kuinka onneton tilanne on, kun vield muis-
taa, etté pitkien oppiméirien suorittaneilla on oikeus
aloittaa opinnot sellaisillakin aloilla, jotka eivit pit-
ki oppiméirid vaadi. Ymmirtdd hyvin ammattikor-
keakoulujen valituksen, etti huonoa ainesta hakeu-
tuu opiskelijoiksi. Lukiossa hankittuja tietoja ja taitoja
pitkiissi matematiikassa, fysiikassa ja kemiassa ei ole
ehki ollenkaan tai taidot ovat hyvin heikot.

Matemaattisten aineiden hylkééimisprosentit ovat
moneen muuhun oppiaineeseen verrattuna suuria,
vaikka lipip4ssyn pisterajat ovat painuneet kymme-
nen tienoille ja allekin. Osallistujien ja osaajien mai-
rit eivit ole liheskiin samat. TAmé on ison keskuste -
lun paikka, kun lihdeté#in uudistamaan opetussuun-
nitelmia ja tuntijakoja. Ehki "Leikolan komiteaa” tar-
vittaisiin taas.

Matemaattisten aineiden opettajilla on iso urakka
raivata tilaa omille oppiaineilleen lukion tiukan tun-
tijaon puitteissa. Monia tirkeiti oppiaineita on kilpai-
lemassa opiskelijan aikaresurssista. Helppoihin ratkai-
suihin ei opiskelijoita pitiisi kannustaa. Ylioppilastut-
kinnon jilkeenkin pitii selviti.

Hyvii keviin odotusta kaikille!
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PISA 2006 matematiikkatulokset -
olemmeko me voittamattomia?

ERKKI PEHKONEN, Soveltavan kasvatustieteen laitos, Helsingin yliopisto
SIRKKU KUPIAINEN  Koulutuksen arviointikeskus, Helsingin yliopisto

Suomalaiset 9-luokkalaiset sel-
viytyivat kolmannen kerran (2000,
2003, 2006) "mitalisijoille” kan-
sainvalisessad PISA-vertailussa.
Tassa tarkastellaan matematiikan
tehtdvia ja tuloksia viimeisessa
PISA-testissa (2006). Itse PISA-
vertailun toteutus on kuvailtu tar-
kemmin Jari Lavosen Dimensio-
artikkelissa (1/2008), joten sita ei
enaa toisteta.

Suomalaisten oppilaiden menes-
tyminen vuoden 2000 PISA-ver-
tailussa (ks. Vilijarvi & Linnakyla
2002) oli h&immistyksen aihe useim-
mille suomalaisille etenkin matema-
tilkan ja luonnontieteiden osalta.
Menestyminen toisessa eli vuoden
2003 PISA-vertailussa (ks. Kupari
& Vilijarvi 2005), missd matema-
tilkka oli pafosassa, heritti meidit
kuitenkin uskomaan saavutukseen
ja miettimd4n vakavasti menestyk-
sen mahdollisia syitid. Kolmas PI-
SA-tutkimus vuonna 2006 vahvis-
ti edelleen asemamme (ks. Arinen
& Karjalainen 2007) — suomalaisten
suoritukset ovat selkeésti kansain-
vilisen PISA-vertailun kirjessi.

Sanomalehdissi on kirjoitet-
tu Suomen hyvisti PISA-menes-
tyksesti, jolloin kadunmiehelle on
syntynyt kuva, etti suomalaisilla
on matematiikka hallussaan. Mut-
ta matemaatikot ovat kuitenkin
korostaneet, etteivit suomalaisten
matematiikkataidot ole koulun jl-
keen kovin kummalliset (esim. As-
tala & al. 2005); SOLMU-lehdes-
sd on muitakin matemaatikoiden
kirjoituksia. Selitykseni tille risti-
riitaiselta niyttiville tilanteelle on
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se tosiasia, ettd matematiikkaa on
ainakin kolmea eri lajia: Meill4 on
"koulumatematiikka” eli se miti
koulussa opetetaan. Siitd poikke-
aa oleellisesti "korkeakoulumate-
matiikka”; siitd matemaatikot pu-
huvat. Nyt on saatu mukaan kol-
mas laji, "PISA-matematiikka”, jo-
ta voisi my0ds sanoa matemaattisen
perustiedon kéyttotaidoksi. Siis-
pi PISA-tulokset osoittavat, etti
suomalaiset nuoret osaavat kiyt-
tdd matemaattista tietdmystdin
(kansalaismatematiikkaa) parem-
min kuin useimpien muiden mai-
den oppilaat. Mutta yhdessd ma-
tematiikan lajissa menestyminen ei
kuitenkaan takaa hyvii suorituk-
sia toisissa. Lukiossa ja korkeakou-
luissa tulevat esille matemaattis-
ten kisitteiden hallinta ja kiytti-
minen, mik# on aivan eri asia kuin
PISA-tehtivien vaatimat taidot.
Jokainen PISA-tutkimuksen
osa-alue — lukeminen, matema-
tiikkka ja luonnontieteet — on nyt
ollut kerran painopistealueena ja
selviisti muita laajemman tarkas-
telun kohteena. Lienee siis aika
lihted selvittimiin, mika suoma-
laisessa opetuksessa voisi selittda
nyt jo kolmatta kertaa todennetun
suomalaisoppilaiden muita selvisti
paremman ja tasaisemman mate-
matiikan kiyttdtaidon tason. Siksi
mm. suomalaisoppilaiden menes-
tyksen ja osaamisprofiilin takana
olevien tekijoiden selittiminen
(vrt. Pehkonen & Seppila 2007)
on tirke4i myos meille, jotta voim-
me edelleen parantaa omaa ope-
tustamme. Muut maat ndyttavit

OLECD
PISA

jo hyviksyneen Suomen jatkuvan
menestyksen; niitd kannanottoja
voi lukea esimerkiksi ulkoministe-
rién nettisivuilta (Anon. 2008).

PISA-vertailu

PISA (Programme for International
Student Assessment) pyrkii arvioi-
maan nuorten tietoja ja taitoja tu-
levaisuuden arjen elimin ja elin-
ikdisen oppimisen vaatimusten ni-
kokulmasta — siis siti, miten hyvin
peruskoulun p#ittdvaiheessa olevat
oppilaat hallitsevat “valistuneelta,
harkitsevalta kansalaiselta ja kulut-
tajalta” vaadittavat taidot (OECD
2006, 72). PISA-vertailuissa arvioi-
daan 15-vuotiaiden osaamista kol-
mella pidalueella: lukeminen, ma-
tematiikka ja luonnontieteet. Tar-
kempi kuvaus PISA-vertailun to-
teutuksesta on mm. Lavosen (2008)
Dimensio-artikkelissa, joten emme
toista sitd tdssd. Sen sijaan keski-
tymme suomalaisoppilaiden menes-
tykseen vuoden 2006 matematiikan
osa-alueen tehtivissi. Matematii-
kan PISA-testaus ja -tehtivit (mat-
hematical literacy) perustuvat seu-



raavaan kahdeksaan matemaatti-
seen kompetenssiin: ajatteleminen
ja paittely, perusteleminen, kom-
munikointi, mallintaminen, ongel-
man asettaminen ja ratkaiseminen,
tiedon esittiminen, symbolien seki
muodollisen ja teknisen kielen ja
operaatioiden kiiyttiminen, ja apu-
vilineiden kiyttdminen (ks. OECD
2006, 97).

Suuri osa PISA-vertailussa kiy-
tetyistd tehtivistd voidaan luoki-
tella kompleksisiin ongelmiin (ks.
OECD 2006, 74-111). Ne ovat
nonstandardeja (epitavanomai-
sia) siiné mieless4, ettei sellaisia ole
useinkaan kisitelty matematiikan
oppikirjoissa. Kompleksiset ongel-
mat ovat tehtéivii, joissa on annet-
tu lihtotilanne, usein verbaalisena
kuvauksena, ja joiden ratkaisemi-
nen vaatii ainakin jonkin asteista
mallinnusta. Komplekseja ongel-
matehtivii voidaan siis kuvailla
seuraavilla sanoilla: 'verbaalinen’,
‘tilannepohjainen’, 'mallinnusta
vaativa’, ’kompleksinen’.

PISAn taustafilosofiaa ja arvi-
oinnin kohteena olevia kompe-
tensseja kuvataan PISA 2006 -
tutkimuksen teoreettisessa viite-
kehyksessia (OECD 2006), jossa
asiaa konkretisoidaan matematii-
kan osalta 25 esimerkkitehtivin
avulla (mt, 74—111). Nami eivit
kuitenkaan ole samoja, joita oppi-
laat ratkaisivat tilld kertaa, vaan
ne edustavat aiempien vuosien
esikokeissa tai varsinaisissa PISA-
tutkimuksissa kiytettyji tehtivia.
Vuoden 2006 tehtivit on valittu
vuoden 2003 tehtdvien joukosta,
mutta niitd ei ole julkistettu, jot-
ta tehtivii voidaan kiyttdid myos
seuraavissa PISA-arvioinneissa.
Niin eri arviointikertojen tulokset
voidaan kytkeid toisiinsa mahdol-
listen trendien havaitsemiseksi.

Seuraavassa on esimerkke-
ja PISA-tehtivista (OECD 2006,
71-18):

Esimerkki 1. Loma

Téssd tehtivissi on selvitettivi, miké olisi paras reitti lomamat-
kaa varten. Kuvat A ja B niyttivit karttaa alueesta ja vilimatkoja
kaupunkien valill.

Kuva A. Kartta kaupunkien vdlisistd teistd.

Angaz

Kado 550

Lapat 500 300

Mergal 300 850 550

Nuben 500 1300 450

Piras 300 850 800 600 250 |

Angaz Kado Lapat Megal Nuben  Piras

Kuva B. Lyhyin vélimatka kaupungista toiseen kilometreissd.

Kysymys 1: Loma
Laske lyhyin vilimatka tietd pitkin kaupunkien Nuben ja Kado

vlilla.

Kysymys 2: Loma
Sanna asuu Angaz'issa. Hin haluaa kiyd4 Kado’ssa ja Lapat'issa.

Hin voi matkustaa enintccn 300 km yhdessd piivissi, mutta voi
keskeyttid matkansa missid tahansa kaupunkien vilissd ja yopya
teltassa. Sanna haluaa viipyd molemmissa kaupungeissa kaksi yot,
jotta voi kuluttaa yhden piivin katsellen kaupungin nahtivyyksia.
Esitid Sannan matkasuunnitelma tiydentien seuraavaan taulukkoon
paikat, joissa hin yopyy.

Piiva Y6pyminen
1 Telttapaikka Angaz'in ja Kado’'n vilissi

~N O\ Ui Wi

Angaz
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Toinen esimerkkitehtivi, jossa
tulee hyvin esiin PISA-tehtivien ta-
kana olevan filosofian ja tavanomai-
sen opettaja-ajattelun ero, olkoon
seuraava (ks. OECD 2006, 102):

Esimerkki 2. Etiisyys

Maija asuu kahden kilometrin
piissd koulusta ja Matti vii-
den kilometrin pé#ssi. Kuinka
kaukana Maija ja Matti asuvat
toisistaan?

Kun timi tehtivi esiteltiin opetta-
jille, monet ehdottivat sen hylk&a-
mist#, koska se on liian helppo; heti
nikee, etti vastaus on 3 km. Toinen
ryhmi opettajia totesi sen sopivan
huonosti testiosioksi, koska "siihen
eiole vastausta”, ts. yhti numeerista
vastausta. Kolmas reaktio oli, ettei
tehtivi ole hyvi, koska siihen on
monta mahdollista vastausta; ilman
lisitietoa ei voi sanoa muuta kuin
ettd Maijan ja Matin kotien vili-
matka on jotain kolmen ja seitse-
min kilometrin vililt4. Pieni ryhma
opettajia piti kuitenkin tehtivii
erinomaisena, silli oppilailla ei ole
valmista strategiaa sen ratkaisemi-
seen ja heidin on niin kiytettiva
sen ratkaisemiseen aitoa matemaat-
tista ajattelutaitoa.

Vuoden 2006 PISA-tehtivien
joukossa oli yksi hyvin samanlai-
nen (kuin esimerkki 2), joskin eh-
ki teoreettisempi ja selvemmin
koulugeometriaa muistuttava teh-
tavi. Vain 9 % suomalaisoppilaista
vastasi siithen oikein (pojista 11 %,
tytdistd 8 %), ja kokonaan vastaa-
matta jittineiden osuus oli poik-
keuksellisen suuri (16 %). Kysei-
nen tehtivi oli toki vaikea myos
muiden maiden oppilaille, Esi-
merkiksi Sloveniassa, jonka oppi-
laat edustivat téssi tehtivissi Eu-
roopan huippua, tehtivin ratkaisi
vain hieman yli viidennes oppilais-
ta. Suomalaisoppilaat jivit yhdes-
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sd ruotsalaisten kanssa mukana ol-
leen 32 Euroopan maan joukossa
sijalle 17. My6s kaikkien OECD-
maiden keskiarvo oli Suomen kes-
kiarvoa korkeampi (12 %). Vaati-
vampaa matemaattista ajattelua
edellyttivissi tehtivissi on Suo-
men koululaisilla siis viel4 selke#s-
ti parantamisen varaa.

Useassa maassa on ensimméis-
ten PISA-tutkimusten jilkeen
ryhdytty liittimé4n timéntyyppi-
sid tehtdvid osaksi koulumatema-
tiikkkaa. Tdm4 ei yleensi vaadi ope-
tussuunnitelmien tarkistusta, vaan
ainoastaan niiden periaatteiden ja
tavoitteiden uudenlaista tulkintaa.
Esimerkkind mainittakoon Saksa,
jossa on julkaistu jo pari vuotta sit-
ten opettajille suunnattu kirja, jos-
sa on runsaasti PISA-tyyppisii on-
gelmanratkaisutehtivii ja liitteeni
CD-levy, jolla on lis# materiaalia
(ks. Blum & al. 2006). Avoimeksi
jad, kumpi selitys osuu kohdalleen:
Onko kyse siiti, etti matematiikan
on huomattu jaévin oppilaille lop-
pujen lopuksi vieraaksi ja heidin
kykynsi soveltaa siiné opetettavia
tietoja ja taitoja arkipdivin tilan-
teisiin heikoksi, vai siit4, ettd maat
haluavat nostaa sijoitustaan timin
hetken merkittdvimmaissi kan-
sainvilisessid vertailututkimukses-
sa? Todennikoisesti tillainen ope-
tuksen kehittiminen palvelee kui-
tenkin molempia tavoitteita.

Suomalaisoppilaiden osaaminen

Kuten vertailututkimuksissa on ta-
pana, esitimme aluksi kaikkien PI-
SA-tutkimukseen osallistuneiden
maiden tulokset matematiikan osa-
alueella (taulukko 1). Tulokset on
esitetty edellisten PISA-tutkimus-
ten tapaan kiyttien asteikkoa, jos-
sa OECD-maiden keskiarvoksi on
madritelty 500 ja hajonnaksi 100.
Suomalaiskoululaisten saavuttama
pistemiiri on 548, kun OECD-kes-
kiarvo on 498. Pieni ero keskiarvos-

sa johtuu siitd, ettd vuoden 2006
tulokset on kalibroitu vastaamaan
edellisen matematiikkaan painottu-
neen tutkimuskierroksen tuloksia.
Suomi on siis edelleen jaetulla yk-
kospaikalla, silld neljin parhaiten
menestyneen maan vililli ei ole
tilastollista eroa.

Taulukosta 1 voidaan myds
nihdi, ettd Suomen koululaisten
osaaminen on selkeisti edelld mui-
den Pohjoismaiden tuloksia. Tans-
ka, Islanti ja Ruotsi sijoittuvat hie-
man OECD-maiden keskiarvon
ylapuolelle ja Norja hieman sen
alapuolelle. Selvisti muita parem-
paa osaamista ovat OECD-maiden
joukossa osoittaneet Suomen lisik-
si Korean, Alankomaiden, Sveitsin
ja Kanadan koululaiset. Suomalai-
soppilaiden osaamisen korkeaa ta-
soa osoittaa myos se, ettd mukana
olleen 32 Euroopan valtion joukos-
sa suomalaisoppilaat olivat parhai-
ta 23 tehtiviin kohdalla ja kuului-
vat lisiksi viiden parhaan jouk-
koon 18 tehtdvissd; so. yhteensi
85 % tehtivistid. Heikoin sijoitus
oppilaillamme oli sijaluku 17 kah-
dessa tehtivissi.

Matematiikan tehtivii oli kaik-
kiaan 48. Toteutuksessa eri osa-
alueiden tehtiviit oli kierriitet-
ty ryviksind 12 eri vihkoon, jotta
mik#in tehtivikokonaisuus ei oli-
si kirsinyt kiireests tai muista hii-
ridtekijoistd muita enemmiin. Vain
osa oppilaista sai kuitenkin sellai-
sen tehtivivihkon, jossa oli mate-
matiikan tehtivid vain puolet tai
neljinnes koko tehtivimiAiristi.
PISA-tehtivit on luokiteltu niin
vastaustyypin, matemaattisen si-
sillon kuin vaadittavan matemaat-
tisen taidon mukaan. Kaiken kaik-
kiaan kuhunkin tehtiviin vastasi
noin 1400 oppilasta eli neljdsosa
arviointiin osallistuneista. Kukin
vastaus on arvioitu joko oikeaksi
tai védriksi, joskin osassa tehtivid
on myds annettu osittaiset pisteet



Taulukko 1. Matematitkan suorituspisteiden keskiarvot (Arinen & Karjalainen 2007, 32).

Taipei (Kiina) »

I Ei poikkea merkitsevasti Suomen pistemaaras Merkitsevasti heikompi kuin Suemen pstemaara

Keskiarve Keskihajonta
w549 103

Suomi ~ 548 B
Hongken g (Kiina) » e 2 547 (K]
Korea » = s 547 k]
Alankomaat 51 89
Sveitsi 530 a7
Kanada 517 86
Macas (Kiina) 525 (1]
Liechtenstein 525 K]
Japani LYK 91
UuskSeelanti 52 K]
Belgia 520 106
Australia 520 (1]
Vira 515 80
Tanska 513 85
Tsekki 510 104
Islanti 508 (1]
Ithvalta 505 a8
Slovenia 504 L]
Saksa 504 9
Ruotsi 502 90
Irlanti 501 B2
DECD-keskiarvo 498 9
Ranska 49§ 96
Englanti 495 89
Puola 495 7
Slovakia 492 95
Unkari 491 9N
Luxemburg 490 9
Norja 490 9
Liettua 486 90
Latvia 486 K]
Espanja 480 8
Azerhaidzan 476 48
Vendja 475 90
Yhdysvallat 414 90
Kroatia 467 13
Portugali 466 91
[talia 452 ]
Kreikka 459 92
lsrael 442 107
Serbia 435 92
Uruguay a7 1]
Turkki 424 k]
Thairmaa a7 i1
Romania 415 B
Bulgaria 113 101
Chile m 87
Meksiko 406 85
Montenegro 399 85
Ind on esia 391 80
Jordania k1] (L)
Argentiina an 101
Kolurrb in 30 Bl
Brasilia 30 92
Tunisia 3685 92
Datar e 0
Kirgisia an 87
Heskiano 0 ¥/ 1} 00 a0 500

vastauksesta, joka on oikean suuntainen, mutta ei kai-
kin puolin tiyti vaatimuksia. Niin oli muun muassa
edelld (esimerkin 2 jilkeen) mainitussa geometrian
tehtivissi.

Hieman alle puolet tehtiivisti oli joko perintei-
sid monivalintatehtiivid tai kolmen/neljin tehtivi-

johdantoon liittyvin viitteen oikea/viird —valin-
toja; jalkimmadiset osoittautuivat edellisii hieman
vaikeammaksi. Noin neljisosassa tehtévisti kysyttiin
pelkistiin oikeaa vastausta (yleensi timi oli suhteel-
lisen yksinkertaisen laskutoimituksen tuloksena saatu
luku tai valmiiseen kuvaajaan piirrettivi kiyra), kun
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taas neljdsosassa tehtivid oppilas-
ta pyydettiin my®s osoittamaan,
miten tulos on saavutettu. Niisté
useimman kohdalla on suoritusten
arvostelussa kuitenkin jilkikiteen
péitetty joustaa, ja tehtivistd on
saanut tiydet pisteet, vaikka seli-
tystd ei ole annettu. Menestys on
siis harvoin ollut kiinni oppilaan
kyvysti perustella vastaustaan ma-
temaattisesti.

Sisillon suhteen tehtdvit on
luokiteltu sekd matemaattisen
alansa mukaan: luvut, geometria,
funktiot, todennikdisyys, tilastot,
algebra ja "diskreetti matematiik-
ka”, ettd vuoden 2003 PISA-tut-
kimuksen tapaan hieman suurem-
piin kokonaisuuksiin jaoteltuna:
"tila ja muoto”, "muutos ja suh-
de”, "miira” sekd "epivarmuus”.
Valtaosa tehtivisti jakautuu var-
sin tasan lukujen, geometrian ja
tilastojen kesken, eiki niiden jou-
kossa ole kuin yksi suomalaisoppi-
laille usein ongelmalliseksi osoit-
tautunut algebran tehtivi. Tami
olikin edelli mainitun geometrian
tehtivin ohella ainoa, jossa suo-
malaisoppilaiden ratkaisuprosentti
jai alle 10 %.

Tehtivit on lisiksi luokiteltu
tehtivikontekstin mukaan henki-
l6kohtaisen elimén alueelle, kou-
lumaailmaan, julkiselle alueelle,
tieteeseen sekd matematiikan si-
sdiseen maailmaan kuuluviin. Teh-
tivikonteksti ei niytd olevan ko-
vin merkitsevi tekiji lukuun otta-
matta niiti tehtivid, joiden arvi-
oidaan olevan muita lihempini
kouluopetukselle tyypillisié tehti-
vid (kuten edell mainittu geomet-
ria) sekd niitd, joiden kontekstin
on tulkittu olevan "tieteellinen”.
Jalkimmiinen tarkoittaa useimmi-
ten esitysmuotoa, joka on tuttu sa-
nomalehdissi raportoitavista tut-
kimustuloksista.

Koska tulosten tarkastelu taulu-
kossa 1 esitetyn pistemiérin avull-

14 |Dimensio 2/2008

la ei vield kerro kuin suomalais-
koululaisten PISA-matematiikan
osaamisen kokonaistason suhtees-
sa muiden maiden oppilaisiin, tar-
kastelemme tissi tuloksia OECD-
keskiarvon sijaan tehtivien rat-
kaisuprosenttien avulla. Vaikka
varsinaiset testitehtévirt jadvitkin
salaisiksi, auttanee timi jossain
méérin vertaamaan suomalaisop-
pilaiden PISA-menestysti opetus-
suunnitelmaa selvemmin heijasta-
viin opetushallituksen arviointei-
hin, jos oheislukemistona kiyte-
tadn OECD:n sivuilta 16ytyvii esi-
merkkitehtivid. Kiytimme myos
vertailuryhmini kaikkien OECD-
maiden sijaan vain Euroopan mai-
ta, miki tuonee tulokset hieman
lahemmis meille tunnettuja kou-
lujérjestelmi ja -kulttuureita. On
kuitenkin huomattava, etti tulok-
set vaihtelevat huomattavasti myos
Euroopan sisélld. Esimerkiksi Poh-
joismaiden ja lintisen Euroopan
keskimi#riinen ratkaisuprosentti
on 51 %, kun se taas Mustanme-
ren rantavaltioissa Bulgariassa ja
Romaniassa on vain 31 %.
Suomalaisoppilaat ovat ratkais-
seet kaikista tehtivisti oikein kes-
kiméirin 59 % vaihteluvilin olles-
sa 9 % — 98 %. Kaikilta osin ei kui-
tenkaan ole helppoa eritelld, miki
on tehnyt jotkin tehtivit oppi-
laille muita vaikeammiksi tai hel-
pommiksi. Menestykseen niytti-
viit vaikuttavan niin tehtivityyppi
(monivalinta / avovastaus) ja teh-
tivanannon selkeys kuin varsinai-
nen tehtiviin vaatima matemaatti-
nen paittely tai raaka laskeminen.
Esimerkiksi "epidvarmuus”-alueen
11 tehtivistd periti 8 on moniva-
lintatehtéivii, kun taas "muutos ja
suhteet”-alueen 13 tehtivisti 7
vaativat avovastauksen. Tehtivi-
tyypin osalta oppilaat ovat menes-
tyneet selvisti heikoimmin niis-
si tehtivissi, joissa heitd on pyy-
detty perustelemaan vastauksen-

sa (44 %) — vaikka siis useimmis-
sa tehtéivissd on lopulta hyviksytty
my0s pelkki vastaus.
Tehtivisisillon mukaan tarkas-
teltuna lihes joka ryhmisti [6ytyy
niin huomattavan tasaisesti ja hy-
vin osattuja tehtivid kuin selvis-
ti vaikeammaksi osoittautuneita.
Tami saattaa kuitenkin heijastaa
ennemminkin tehtivinantoon tai
vastaustyyppiin liittyvid tekijoita
kuin oppilaiden taitoja kyseiselld
matematiikan osa-alueella. Parhai-
ten on osattu funktioiden alueelle
ja numeraalisiksi luokitellut teh-
tavit (71 % ja 67 %), jotka ovat
usein monivalintaan tai lyhyeen
vastaukseen perustuvia. Heikoim-
min osattiin testin ainoa algebran
tehtivid (9 %) sekd "diskreetin-”
ja tilastomatematiikan piiriin lue-
tut tehtivit (51 % ja 54 %). PISA:
n oma sisillsllinen luokittelu niyt-
tid 16ytivin suomalaiskoululaisten
osaamisen rakenteen yleisii mate-
matiikan alueita paremmin ainakin
tulosten tasasuuden valossa. Par-
haiten on osattu méiirilliselle alu-
eelle asettuvissa tehtivissi (68 %)
ja heikommin alueille "tila ja muo-
to” seki "epivarmuus” sijoittuvissa
tehtivissd (molemmat 53 %).
Tehtévityyppien viliset erot
ovat ilmeisimmit, kun tarkaste-
lukulmana on tehtivin vaatiman
osaamisen luonne. Suomalaisoppi-
laiden ehdoton vahvuus on tuotta-
misen (reproduction) alueella, jolla
12 tehtivin keskimiiridinen rat-
kaisuprosentti on periiti 81 %. Tie-
don yhdistimisti (connections) vaa-
tivat tehtivit ovat osoittautuneet
jo selvisti vaikeammiksi (59 %) ja
heikoimmin (42 %) on osattu teh-
tdvissd, jotka vaativat tehtivissi
annetun tiedon syvillisemp#i poh-
dintaa (reflection). Tami tehtivi-
ryhmi on kuitenkin osin tuloksil-
taan heterogeeninen: siihen sijoit-
tuu seki tehtivi, jossa suomalai-
soppilaiden ratkaisuprosentti on



83 %, etti molemmat niisti tehti-
vistd, joiden ratkaisuprosentti jii
alle 10 %. Koulun matematiikan-
tehtivid lahella oleviksi luokitel-
luissa tehtivissi ratkaisuprosentti
on 59 % ja sanomalehtien tutki-
mustuloksien raportointia jiljitte-
levissd “tieteelliseen” kontekstiin
luokitelluissa 56 %.

Tyttojen ja poikien véliset erot
Tyttdjen ja poikien vilinen ero PI-
SA-matematiikan osaajina ei ole
suuri. Yli puolet tehtivisti on sel-
laisia, joissa sukupuoliero ja# varsin
vihiiseksi, jos kriteerini kiytetidin
arjesta tuttua 10 % erottelukynnys-
té (toisen ryhmiin tuloksen tulee ol-
la viihintéin 10 % parempi kuin toi-
sen). Pojat ovat tyttdjd parempia 16
tehtivissi ja tytot poikia parempia
viidess#. Poikien paremmuus osuu
usein keskimiriista vaikeammak-
si osoittautuneisiin tehtiviin, ja ero
on heidin kohdallaan yleensi suu-
rempi (30 % vs. 17 %). Tehtivityy-
pin mukaan tarkasteltuna poikien
paremmuus on ilmeisintd komp-
leksisissa monivalintatehtiivissi ja
avointa vastausta vaativissa tehti-
vissd. Tytot taas menestyviit poikia
paremmin usein lyhyttd avovasta-
usta vaativissa tehtivissa.
Tehtivialueittain tarkasteltu-
na poikien paremmuus on erityi-
sen selviid testin ainoassa algeb-
ran tehtivissi (13 % vs. 7 %) se-
ka tilastollisissa tehtdvissd, mutta
se on ilmeistd myds funktioiden ja
geometrian kohdalla. Tytdt myos
osoittautuivat poikia paremmak-
si vain yhdessd "muodon ja tilan”
alueelle osuvasta 11 tehtivists,
kun pojat ovat tyttdji parempia
neljissd. "Muutoksen ja suhtei-
den” 13 tehtivin kohdalla vastaa-
va suhde on tyttdjen yksi vs. poi-
kien viisi paremmin osattua teh-
tivad. "Mairin” alueelle lukeutu-
vissa tehtivissi tytdt ovat poikia
useammin parempia (3 : 1), mut-

ta valtaosassa ryhméin kuuluvista
tehtivisti eroa ei ole tai se jii alle
tissd kriteerind kiytetyn 10 % ra-
jan. Sukupuoliero on selvin tilas-
tolaskujen tai todennikdisyyden
alueille sijoittuvien "ep#ivarmuus”
-tehtivien kohdalla, missid pojat
ovat tyttdjd parempia periiti kuu-
dessa tehtdvissi yhdestiitoista ja
ero on keskiméirin yli 30 %.
Suomalaisoppilaille helpom-
miksi osoittautuneista ”tuottamis-
tehtivistd” vain yhdessi on 10 %
kriteerin ylittdvi sukupuoliero (ty-
tot 64 %, pojat 58 %). "Yhteyksi-
en” kisittelyd vaativasta 23 tehti-
viistd pojat ovat ratkaisseet tyttoji
useammin oikein seitsemin ja tytot
poikia useammin kaksi (ero poiki-
en kohdalla 20 %, tyttdjen 10 %).
Vaativimmista pohdintaa vaativis-
ta tehtivisti (reflection) vain kah-
dessa kolmestatoista tehtivisti ei
ollut sukupuolieroa. Poikien tulos
oli tyttdja parempi yhdeksissi teh-
tivissd (ero keskimiirin 37 %) ja
tyttdjen poikia parempi kahdessa
(ero 27 %). Pojat menestyiviit tyt-
t6j4 paremmin myos kolmessa seit-
semisti "koulukontekstiin” sijoit-
tuvasta tehtivasti, kun taas "tie-
teelliseen” kontekstiin sijoittuvissa
molemmat olivat toisiaan parempia
kahdessa ryhmin 12 tehtivisti.

Yrittiminen

Eris suomalaiskoululaisten menes-
tykselle tyypillinen ja siti tukeva
piirre kaikilla PISA-tutkimuksen
osa-alueilla ja kaikilla tutkimus-
kerroilla on ollut vastaamatta ji-
tettyjen osioiden vihidinen mii-
rd (7 %). Vain Alankomaissa ovat
oppilaat ainakin nyt vuoden 2006
matematiikan tehtivissi olleet vie-
14 selvisti tunnollisempia vastaa-
jia (vain 4 % jitetty vastaamatta).
Vastaamatta jittiminen on ainakin
suomalaisoppilailla selvd indikaat-
tori vaikeaksi koetusta tehtivis-
td. Siind missd vastaamattomuus

ja4 helppojen numeraalisten teh-
tivien kohdalla usein alle yhden
prosentin (27 % kaikista tehtévis-
td), on se muutaman vaikeimman
— tai sellaiselta niyttivin — tehti-
viin kohdalla yli 20 %. Naytt4 siis
siltd, ettd yksi suomalaisoppilaiden
vahvuus on suhteellisen peloton
tarttuminen uudenlaisiin tehtiviin
—kunhan ne eiviit niyti liian "ma-
temaattisilta”.

Loppupohdinta

Suomi on nyt kolmannen kerran
pysynyt kirjessi PISA-vertailussa.
Muut maat pyrkiviit parhaansa mu-
kaan suuntaamaan ja kehittimiin
omaa kouluopetustaan tavalla, jo-
ka tukisi heiddn menestystiin tissi
ehdottomasti tirkeimmiksi nous-
seessa kansainviilisess vertailussa.
Tahén liittyvit myds monet ulko-
maisten asiantuntijaryhmien vie-
railut Suomessa tutustumassa mei-
kilsisen kouluopetuksen toteutuk-
seen. Jos Suomen halutaan pysyvin
johtoasemassa myds jatkossa, olisi
my6s meidin kehitettivi edelleen
(tehostettava) koulumatematiikan
opetusta ja osaamista etenkin niil-
14 osa-alueilla, joilla suomalaisten
koululaisten osaaminen on ollut ja
on myds nyt suhteellisesti heikoin-
ta. Téllaisia ovat muun muassa sy-
villisempii pohdintaa ja vastauk-
sen matemaattista perustelemista
vaativat tehtivit. Matematiikan
opetuksessa olisi siis kiinnitetti-
vi entisti enemmin huomiota op-
pilaiden matemaattisen ajattelun
ja ymmirryksen parantamiseen ja
edistdmiseen.

Vaikka suomalaiset oppilaat ovat
olleet huipputasoa kaikissa kolmes-
sa PISA-vertailussa (2000, 2003,
2006), niin my&s parhaiden oppilai-
den matemaattisissa tiedoissa ja eri-
tyisesti matemaattisessa ajattelussa
niyttdd olevan vakavia puutteita.
Téama tulee nikyviin seki edelli esi-
tetyissd PISA-tehtivien tuloksissa
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etti aiemmissa tutkimuksissa, joil-
la on pyritty selvittiméén esimer-
kiksi lukukisitteen ymmirtimisen
tasoa niin oppilaiden (ks. Hannu-
la & al. 2006, Hellinen & Pehko-
nen 2008) kuin opettajiksi opis-
kelevien joukossa (ks. Merenluoto
& Pehkonen 2002). Myos yleisem-
missi kisitteellisessi ymmirtimi-
sessi ja matemaattisessa ajattelussa
on tutkimuksessa havaittu joillakin
oppilailla olevan suuria puutteita
(ks. Huhtala 2000). Samoin Me-
renluodon (2001) tulokset lukio-
laisten kisitteellisestd muutoksesta
matematiikassa viittaavat selkeésti
puutteelliseen siirtymisn luonnol-
lisista luvuista reaalilukuihin; mm.
oppilaat pyrkivit siirtdiméén luon-
nollisille luvuille ominaisen seuraa-
jan kisitteen myos reaalilukuihin
(vrt. myds Merenluoto & Pehko-
nen 2002).

Menestys kansainvilisessi ver-
tailussa ei tietenkiin ole itseisarvo,
joten myds PISA-tehtiviin ja -tu-
loksiin on syyti suhtautua kriitti-
sesti. PISA-tutkimuksen teoreetti-
sessa viitekehyksessi ovat kuiten-
kin vahvasti nikyvissi monet sellai-
set tavoitteet, jotka on kirjattu suo-
malaiseen opetussuunnitelmaan jo
peruskoulun alkuvuosista lihtien
(vrt. Anon. 1970). Tilanne ei ole
tiltd osin muuttunut, ja nykyisen
opetussuunnitelman puitteissa voi-
taisiin hyvin kéyttii koulumatema-

Tehtivissa kolme kertomien tulo 6! - 7! = 10! eiké 100! niin kuin tekstissd viitettiin.
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tilkan opetuksessa taitavasti komp-
leksisia "PISA-tyyppisid” ongelma-
tehtivid oppilaiden ymmirtimisen
edistdmiseksi ja sen tason nostami-
seksi. Talloin on ensisijaisen tirke-
44 opettajien herkisty# oppilaiden
ajattelulle, ts. koettaa ymmirtii ja
sisdistdi se, miten oppilaat ajatte-
levat ja ymmirtivit matematiik-
kaa. Niin voitaisiin kiinnittd4 pa-
remmin huomiota niihin keinoihin,
joilla opettajat voivat edistd# oppi-
laiden ymmirtimisen kehittymis-
ti. Tillaisia menetelmii ovat esim.
mietintiajan antaminen ongelma-
tehtivissd oppilaille (osa tehti-
vistd kotiin mietittiviksi), ratkai-
sukeinoista keskusteleminen se-
ki pienryhmissi ettd koko luokan
puitteissa ja ennen kaikkea oppilai-
den aito kuunteleminen, jossa pa-
neudutaan ymmirtiméin oppilai-
den omaa ajattelua.
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Tyopajojemme tavoitteena oli antaa esimerkkeja siitd, miten toiminnallisilla tyotavoilla ja konkreettisilla
valineilla voi orientoitua uusiin kasitteisiin, katsoa jo opittua uudesta ndkékulmasta seka vahvistaa ja

syventad ymmartamista.

Eijan tyopajassa otsikolla ” Mikd ihmeen x?”
tutustuttiin vilineilld tuettuihin tehtivisarjoi-
hin, joilla muuttujan kiyttd pyritdin saamaan ymmiir-
rettiviksi. Yksi teemoista oli muuttujan kiyttiminen
sddnndnmukaisuuden ilmaisemisessa. Tehtévisarja
”Lukujonoja ja kuvioita” liittyi tihéin teemaan. Se on
laadittu peruskoulun syventiviksi tehtiviksi, mutta
jokainen a-kohta soveltuu my6s heikommin suoriutu-
ville. Sama tehtivisarja on kiyttdkelpoinen varmasti
myos lukiossa.

Lukujonoja ja kuvioita

Esimerkki:

Lukujonon 3, 6, 9, ... lukuja voidaan havainnollistaa
kuvioilla niin, ettid kuviojonosta niikee, etti kyseessi
ovat kolmella jaolliset luvut.

° o0 oo 0
° o0 e 0o 0
° o0 o0 0
1. 2. 3.
1-3) 2-3) (3-3)
Tehtdvd 1.

a) Perustele kuvioilla, miksi lukujonon 2, 4, 6, 8, ...
lukuja sanotaan parillisiksi.

b) Miki on a-kohdan lukujonon sadas luku?
Enti luku, jonka jérjestysluku on n?

¢) Kuinka mones lukujonon luku on 2002?

Tehtdvd 2.

a) Perustele kuvioilla, miksi lukujonon 1, 3, 5, 7, ...
lukuja sanotaan parittomiksi.

b) Miki on a-kohdan lukujonon sadas luku?
Enti luku, jonka jérjestysluku on n?

¢) Kuinka mones a-kohdan lukujonon
luku on 5017

Tehtdvd 3.

a) Perustele kuvioilla, miksi lukujonon 1, 4, 9, 16, ...
lukuja sanotaan nelidluvuiksi.

b) Miki on a-kohdan lukujonon yhdestoista luku?
Enti luky, jonka jirjestysluku on n?

c) Kuinka mones a-kohdan lukujonon luku on 123217

Karinin tydpajan otsikkona oli:

”Apua! Matikka jarruttaa”. Typajassa tutustuttiin
lukion tukikurssin siséltéihin ja tydtapoihin. Teemoina
olivat pinta-ala, nelijuuri, Pythagoraan lause, trigono-
metria ja suora koordinaatistossa. Vilineeni niiden
kaikkien konkretisoinnissa oli geolauta. Nelién pin-
ta-alaa, sivun pituutta ja nelitjuuren kisitettd havain-
nollistettiin seuraavalla tehtévilli: "Rajaa geolaudalle
nelid, jonka pinta-ala on 16 ruutua. Rajaa diskeisen nelion
siscille nelié, jonka pinta-ala on puolet edellisen nelion pin-
ta-alasta. Jatka néin niin kauan kuin se on mahdollista.
Tee sitten taulukko, jonka toisena sarakkeena on nelion
pinta-ala ja toisena nelion sivun pituus.”

Kuwa 1. Vasemmanpuoleinen ylli olevista kuvista liittyy
esitettyyn tehtdvddn, mutta kuinka oikeanpuoleinen tehtivd
liittyykeicin lukuun /172

Sokerina pohjalla Karin esitti syksyn 2007 pitkin
matematiikan ylioppilaskoetehtiviin:

” Osoita, ettd luku n’—n on jaollinen luvulla 6, kunn
on luonnollinen luku”

Tehtivd on kaunis mutta osoittautui monelle op-
pilaalle vaikeaksi. Ratkaisun ensimmiinen vaihe
nw-n=n-m-1))=n-n+1) (n—1) onnistui
yleensi. Toinen vaihe (n — 1) *n- (n + 1) enteili jo rat-
kaisua, mutta johtop#itksen tekeminen ei vilttimit-
td onnistunut. Oppilaat kyll4 tiesivit, ettd joka toinen
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Kuva 2.

18

Listing 200 vuotta

ohann Benedict Listing syntyi Frankfurt am Mai-

nissa 25.7.1808 ja kuoli Gottingenissi 24.12.1882.

4n oli Gaussin oppilas ja tydtoveri toimien fysiikan
professorina Gottingenissi. Listing kehitti ensim-
miisend matematiikan termin topologia ja ansaitsee
jo siksikin timén kirjoituksen, mutta kokonaisuu-
dessaan Listingin saavutukset ovat paljon laajempia.
Saavutustensa ja suhteellisen tuntemattomuuten-
sa perusteella hinti voitaisiin kutsua unohdetuksi
tieteen suurmieheksi.

Listing voitaisiin muistaa esimerkiksi maapallon
muodon geoidiksi nime4dmisesti. Vuonna 1858 hei-
nikuussa hin keksi ns. Mébiuksen nauhan muuta-
ma kuukausi ennen Mébiusta ja my6s julkaisi 16y-
tonsd Mobiusta ennen. Hin kiytti miljoonasosille
nimitystd mikron ja tutki sokerin méaéritystd dia-
beetikon virtsasta. Fysiologisessa optiikassa tunne-
taan Listingin laki liittyen silméin kiintymiseen.
Hin mééritteli lukuisia optiikan ja matematiikan
termeji. Listing my6s yleisti Eulerin monitahokas-
kaavan. Hinen ty6tiin voidaan pitdd solmuteori-
an alkuna.

Listing oli lis#iksi taitava piirtdji. Hin piirsi toi-
hinsi kauniita kuvia elavoittiméain teoksiaan. Esi-
merkiksi Listingin piirtdmii kuvia opettajastaan
Gaussista on l6ydettivissi internetistd hakusanoil -
la "Gauss + Listing”. Vuoden 1847 teos Vorstu-
dien zur Topologie oli ensimmiinen julkaisu, jossa
esiintyi termi topologia Riemannin ja Gaussin kéyt-
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luonnollinen luku on parillinen eli jaollinen kahdel-
la. Toblerone—rasian (Kuva 2) ympirille kierretty pe-
rikkiisten luonnollisten lukujen lukunauha niyttia
mielenkiintoisella tavalla sen tosiasian mit# edellises-
td vaiheesta vield puuttuu: Kolmesta periikkiisesté
luonnollisesta luvusta yksi on aina jaollinen kolmella.
Joten koska (n—1) *n - (n + 1) on kolmen perikkii-
sen luonnollisen luvun tulo, sen luvuista yksi on jaol-
linen kolmella ja ainakin yksi on jaollinen kahdella,
joten tulo on jaollinen kuudella.

ES. Karin tutustui ja thastui Toblerone-ideaan syksylld
2000 kurssilla, jonka opettajina toimivat unkarilaiset
Neményi Eszter ja Szendrei Julianna. B

Kari Mikkola

Kuva 1.
Kierrctysmerkki on
Mébiuksen nauha,

vai pitdisiké sanoa

"Listingin nauha”.

tamén analysis situs -termin sijasta. Listing oli kayt-
tinyt topologia-termii jo aiemmin vuodesta 1836
kirjeenvaihdossaan entisen opettajansa kanssa.

Kuva 2. on em. teoksesta. Téami kuvio voidaan
piirtd yhdelld viivanvedolla.

Kuva 2. Yhdellé viivanvedolla piirrettivd Listingin kuvio.

Mikili Jaakon p#ivin kylmien kivien heitte-
lyn seuraaminen uimarannalla kylldstyttis, synty-
mipiivisankarin 200-vuotisjuhlien (ja "Listingin
nauhan” 150-vuotisjuhlien) kunniaksi rannan hie-
kalle voi piirtd4 kyseisen kuvan, yhdelld kepinve-
dolla tietenkin.
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